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AVANT-PROPOS 



En lisant la derniere edition du Cows d'analrjsc de 
M. Camille Jordan, j'ai 616 frapp6 de la fagon magistrale 
dont y est expos^e la theorie des fonctions elliptiques. Afin 
de mieux m'assimiler cette partie importante d'un ouvrage 
oil tout est a mediter, j'en aifait amonusage un abr^ge ou 
je ne me suis pas interdit de faire entrer par ci par la des 
souvenirs d'autres lectures et aussi quelques idees person- 
nelles. Ce travail acheve, il m'a sembl^ que d'autres que 
moi pourraient en tirer profit ; de la ce petit livre, oil, ne 
cherchant pas h dissimuler la source a laquelle j'ai si large- 
ment puise, j'ai conserve toutes les notations qu'a em- 
ployees M. Jordan. 

L'etudiant qui pour la premiere fois ouvre un traits des 
fonctions elliptiques est souvent rebute par la multiplicite 
des formules et Tabondance des calculs, dont il n'apergoit 
pas toujours le but. Mettre en relief les idees principales, 
signaler nettement Tobjet qu'on se propose, 6viter les 
longues transformations algebriques qui ne servent qu'a le 
masquer, telle est la pensee qui a preside a la composition 
de cet opuscule d'ailleurs purement didactique. 

Pour en all^ger le plus possible le contenu, je n'ai pas 
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h^site a sacrifier certains d^veloppements de la th^orie, 
int^ressanls mais non indispensables pour la faire com- 
prendre. Mon d6sir est d'etre lu non seulement avec fruit, 
mais sans fatigue, par les candidats a la licence es sciences 
math^matiques, ^ qui je m'adresse plus particulierement. 

i" Octobre 1894. 
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GENERALITES 



CONCERNANT LES FONCTIONS ELLIPTIQUES 



CHAPITRE I 



DES P£rIODES 



Dans tout ce qui suit, nous supposons connus les princi- 
pes de la th^orie des fonctions d'une variable complexe, 
principes dont nous aurons soin, d'ailleurs, de rappeler 
r^nonc^ d'une maniere suffisamment nette chaque fois que 
le besoin s'en fera sentir. 

1. Definitions, — On dit qu'une fonction f[u) est periodi- 
que et admet la p6riode 2to, si elle satisfait a la relation 

On peut se demander s'il existe des fonctions admettant 
un nombre quelconque de periodes. Nous allons voir qu'une 
fonction anahjtique uniforme ne peut admettre plus de deux 
periodes distinctes. De 1^ Tint^r^t qui s*attache a Tetude des 
fonctions doublement p^riodiques. 

Nous appelons fonction elliptique iouie fonction analy- 
iique uniforme doublement periodique^ n^ayant pas d'auires 
singularites que des poles. 

Une fonction elliptique f{u) n'a done, dans le plan de la 
variable complexe u, aucun point essentiel a distance finie 
de Torigine. 

Expliquons le terme de jyeriodes distinctes dont nous ve- 
nous de nous servir. Si f{u) admet plusieurs periodes 2(o, 
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2a)\ . . ., elle admet ^videmment pour p6riode toute quan- 
tity 

2mw -h 2m' w' -H • • • , 

oil m, m', . . . sont des entiers quelconques, positifs ou n6- 
gatifs. 

Si toutes ces quantites sont differentes, on dit que lesp6- 
riodes 2a}, 2u>', . . . sont distinctes, Quand les p^riodes ne 
sont pas distinctes, il existe entre elles une relation lin^aire 
et homogene k coefficients entiers, puisque pour deux sys- 
t^mes au moins de valeurs mi, mi, ... ; mg, mi, . . . attri- 
buees aux entiers m^ m'^ . . ., on doit, par hypoth^se, avoir 

2mia) -+- Sm'jw' -j- . . . = 2m2a) -h 27/12^' 4- • • . 

2. TuEOREME. — Une fonction analytique uniforme nepeut 
avoir plus de deux periodes distinctes, a moins de se reduire a 
une constante, , 

Supposons que la fonction f{u) ait trois periodes dis- 
tinctes 

2to = a -h pi, 2a>' = a' 4- p'i, 2a)'' = a" +• fi. 

Toute quantite 

12 = 2ma) -h 2m'a>' -h 2m'''D'' 

= ma -h m'oi' + mV -h (m^ -h m'p' -+- m"P")i 

est une p6riode de f{u), 

Figurons, dans le plan de la variable complexe w, le 
point dont Taffixe est a, Ce point a pour abscisse 
ma 4- m'a' -i- m"a" et pour ordonn^e mp -f- m'p' -+- m"^\ 

En donnant a chacun des entiers m, m', m" la suite des 
valeurs 0, 1, ..., k, on obtient evidemment (^-|-1)^ 
periodes li. Chacun des points correspondants a une abs- 
cisse et une ordonn^e moindres en valeur absolue que 

/vM -h AM + /vM = 3A\M, 

M etant une limite sup^rieure des six quantites a, a', a". 
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Les {k -h 1)^ points Q sont done tous compris a Tinle- 
rieur d'un carr6 dont le centre est a Torigine et dont les 
cot^s, paralleles aux axes, ont pour longueur 6A:M . 
Donnons a A: la valeur n' — i. Les points Q sont au 

nombre de n®. lis sont tous 
contenus dans un carr6 de 
c6t6 6(n* — 1)M. On pent, 
par des parallMes aux axes, 

diviser ce carre en n* autres 

6(n^ — 1)M 



y 



ti 



cf. 



X de c6t6 



n' 



Cela pose, si les p6riodes 
sont distinctes, les n® points 
Q le sont aussi. Des lors ou 
bien deux d'entre eux, au 
moins, tombent dans une m^me case ; ou bien il n'y a 
qu'un point par case, maisalors toutes les cases sont occu- 
pees. 

Dans tous les cas,il y aura deux de ces points, Q', Q'\ dont 
la distance est moindre, comme on le voit immediatement, 
que le triple du c6t6 de chaque petit carre, c'est-a-dire 

18(n2 — 1)M 



moindre que 



n' 



quantite qu'on pent rendre 



aussi petite qu'on veut en faisant croitre n. 

Mais la difference o! — q!' est une p6riode, et elle a 
pr6cis6ment pour module la distance des deux points Q', 
Q". La fonction f[u) admet done une periode infmiment pe- 
tite. Ainsi, dans toute region, les points pour lesquels la 
fonction analytique uniforme f[u) reprend la m^me valeur 
ne seraient point isoles, ce qui est impossible [h. moins que 
f{u) ne se r^duise a une constante). 

3 TuEOREME. — Une fonction analytique uniforme ne j)eut 
avoir deux periodes distinctes dont le rapport x soit rdel, a 
moins qu'elle ne se rdduise a une constante. 
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Figurons dans Ic plan de la variable u les deux segments 

2a),, 2(02, qui repr^sentent les p6- 

riodes. Puisque le rapport — - = x 

est r6el, les segments ont la m^me 
direction OU ou sont dans le prolon- 
gement Tun de Tautre. On pent 
toujours supposer t positif, sans 
quoi Ton prendrait pour p6riode 
2wi et — 2w2 (quiestaussiunep6- 
riode}, et Ton serait ramene a ce cas. 

Les points 2(o,, 2^2 sont alors d'un meme c6t6 de Tori- 
gine 0. 

La diflerence 2wi — 2t02 = 2w3 est une p^riode ; 
nous supposons que le terme soustractif 2u)2 a le plus pe- 
tit module ; sinon nous ferions la difference en sens in- 
verse. Le point 2^3 est alors situe sur la direction OU. 

Supposons mod. 2103 > mod. 2w2 ; on fera la difference 
2(1)3 — 2(02 = 2(0^ ; c'estune periode, et le point 2(o,^ tombe 
encore sur la direction OU. 

En operant toujours de la meme maniere, on obtient une 
suite de points, tons situ^s sur la droite OU entre Torigine 
et le point 2(o,. 

Si ces points, oil la fonction f{u) reprend la m^me va- 
leur, sont en nombre indefmi, f{u) admet une periode in- 
fmiment petite ; il faut done qu'elle se r^duise a une cons- 
tante. 

S'ils sont en nombre limite, c'est que I'une des p6riodes 
2o)„, a laquelle on arrive se confond avec une periode d^ja 
obtenue 2(0^,. Mais il est evident, d'apres la maniere dont 
on les a form^es, que ces deux p^riodes sont des fonctions 
lin^aires, homogenes, a coefficients eniiers, de 2(0i, 2(02.Ces 
deux-ci ne seraient done pas distinctes, ce qui va contre 
riiypothese. 
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4. ParalUlogramme des jjdriodes. — La question se pose 

maintenant de diviser le plan de la va- 
riable complexe u en regions telles 
que, lorsque u d6crit Tune de ces re- 
gions, la fonction doublement p^rio- 
dique f{u) prend toutes les valeurs 
qu'elle peut acquerir. 
A partir d un point 0' (qui peut etre 
ou ne pas 6tre Torigine des coordonn^es) portons deux 

droites representani en grandeur 

et en direction les deux periodes 

"-iwj, 2(1)2. — Ces deux droites font 

un angle qui n'est pas nul, d'a- 

pr^s le theoreme pr6c6dent. On 

peut done sur ces deux droites 

construire un parall61ogramme 

O'ACB ; ce sera le parallelo- 

gramme des periodes, 

Ce parall^logramme est la region cherch^e. Construisons 

en effet le r^seau complet des parallelogrammes egaux k 

celui-lk, de maniere a en recouvrir tout le plan. Les som- 

mets de ce r^seau seront les points 

0' -h 2miwi -h 2w?2-02. 

Un point quelconque U a pour homologue dans le pa- 
rall^logramme O'ACB un point u tel que 

On a done /*(U) = /*(w), ce qui prouve bien que toutes les 
valeurs que peut prendre f{u) se trouvent dans le seul pa- 
rallelogramme O'ACB. 

Les Elements les plus int^ressants du parall61ogramme 
des periodes sont fournis par T^tude du rapport 

2a)2 a2+Pa*' oii^2-^Mi *ip2 — ajPi . 
20,1 a,+ pji a? -HP? «|-Hpf 
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Le signe de la partie imaginaire s de ce rapport, signe 
qui d'ailleurs est celui de aiP2 — a^^it va decider d'une 
question dont nous appij^^cierons par la suite toute Tim- 
porlance : Quand on fait le tour du parall^logramme en 
s'eloignant du point 0' suivant la ligne 2a),, la circulation 
aura-t-elle lieu dans le sens direct ou dans le sens retro- 
grade ? 

L'argument du quotient de deux quanlil^s complexes 
etant egal a Texces de Targument du dividende sur Targu- 
ment du diviseur, I'argument de x sera ^gal a Tangle <p 
des deux directions 2w,, Sajj, angle qu'on obtient par la ro- 
tation dans le sens direct d'une droite couch6e d'abord sur 
2wi et venant ensuite s'appliquer sur Sw^. 



0' 



i<»*l. 7 

/ 







Quand Tangle 9 est plus petit que it, il est clair, comme 
le montre la premiere des deux figures ci-dessus, que la 
circulation autour du parall^logramme s'opere dans le sens 
direct ; elle se fait dans le sens retrograde (2' figure), lors- 
que cp est plus grand que tt. 

Or si Ton appelle le module de t, on a 

T = p(cos o -h I sin (p) = r 4- 51 , 

d'ou Ton conclut : p sin cp = 5 ; c'est-a-dire que sin cp 
a le signe de 5. Done, quand on suit le contour dans le 
sens direct, cp etant plus petit que n, s est positif ; dans le 
sens retrograde, s est n^gatif. 

Remarquons encore la signification int^ressante du nu- 
merateur de 



S — 



o^?-Hfi 



'?_ur'.2 i 
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Si nous portons notre attention sur le triangle O'AB, qui 
est lamoitie duparallelogramme desp^riodes, nousvoyons 
que ses sommets 0',A,B ont respectivement pour coordon- 
n6es (si Ton place Torigine en 0') 

0,0; a„ p,; a^, ^,. 

Done la surface de ce triangle a pour mesure 

a- I aiP2 — agpi | . 

Par consequent | a^Pj — ajpj | represente Taire du paral- 
lelogramme des p^riodes. 

5. Reseau des periodes equivalentes, — En consid^rant le 
reseau de parallelogrammes construit sur les deux periodes 
2wi, 2aj2, on estamene a se demander si on ne pourrait pas 
construire sur d'autres periodes un reseau ayant exacte- 
mentles memes sommets que celui-la. 

Le probleme consiste a chercher ces nouvelles periodes 
2w'i, Sw'a, equivalentes aux periodes donnees. 

11 y a une infinite de couples de periodes Equivalentes. 

On obiient tons ces couples de lamaniere suivante. 

Posons 

20)', = Sa'joj-i- 2^0)2, 

a ei b 6tant deux entiers quelconques premiers entre 
eux, et d6terminons deux nouveaux entiers c et rf (n6ces- 
sairement premiers entre eux) par la condition 

ad — 6c = liz 1 

(il y a une infinite de nombres c, d repondant a la ques- 
tion); puis posons 

2w2 = 2ca)i -h 2rf0D2. 

Je dis que (2u>i, 2102) est un couple de periodes equiva- 
lentes a 2a)i, 2t02. En eflet les formules 

2w'i = 2atoi -H 26u)2, 2^2 = 2cco, -j- 2rfwj 

montrent manifestement que ^ow^.les sommets du reseau 
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R' des periodes SwJ, 2a>2 se trouvent parmi les sommets du 
reseau R des periodes Sw,, Swj. 

Mais ces equations, r^solues par rapport a 2a)|, 2^2, don- 
nent, si Ton tient compte de ce que le determinant 
ad — be est ^gal a ±1, 

2(0i = db (2rf'o; — 26a);), 2w2 = zt: (— 2cto; -h 2010;). 

Ces nouvelles formules, oules coefficients de wj, wj sont 
des entiers, prouvent que tons les sommets du reseau R se 
trouvent parmi les sommets de R', 

Les deux reseaux ont done exactement les m^mes som- 
mets, c. q. f. d. 

Uaire de ehaque parallelogramme du nouveau reseau est 
6gale a Uaire de ehaque paralUlogramme de Vancien. 
En effet si Ton pose 

2tOi = aj + Pii, 2a)2 = aa -f- ^^i, 

2(0; = «; -h p;i, 2a>'2 = a'2 ■+- p;i, 

Taire du parallelogramme des nouvelles periodes est 
egale a 

I «ip2— «2?i I = I (aa,-h63t2)(cPi-hdp2)-(cai-l-rfa2)(aPiH-6p2) | 

= I (arf— 6c)(a,p2— M I = I «iP2— Pia2 | , 

ce qui demontre bien que les mailles des deux reseaux 
sont equivalentes. 
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TRANSFORMATION DBS FONCTIONS ELLIPTIQUES (') 



6. Enonce du probleme de la transformation, — Une fonc- 
tion elliptique /*(w, w^, wg) auxp6riodes 2toi, 2^2 est connue 
en tout point du plan si Ton connait la succession des va- 
leurs qu'elle prend dans Tun des parallelogrammes cons- 
truits sur ces deux p^riodes, par exemple, pour fixer les 
idees, dans celui qui contient Torigine. La succession de 
ces valeurs elle-meme est compl^tement d6terminee quand 
on se donne certains Elements en nombre fmi. 

Ainsi f{u, wi, wg) est d^terminee quand on se donne, a 
I'int^rieur du parallelogramme en question, ses poles, ses 
zeros, leur ordre de multiplicite, et de plus la valeur f^ de 
la fonction pour w = (si cette fonction est finie a Tori- 
gine) ou, si Torigine est un p61e, la valeur C du terme cons- 
tant dans le d^veloppement de la partie infinie (voir plus 
lofti, 1" partie, ch. Ill, 13). 

Si la position des z6ros et des poles ainsi que la valeur ^ 
(ou'C) sont des fonctions donn^es des p^riodes, on pent se de- 
mander quelle relation existe entre /(w, w,, wg) et la fonction 
/(w, w;, Wg) aux p6riodes 2w{, 2a>2 liees h. 2u)i,2w2 par 
les relations a coefficients entiers 

2wi = 2aa>; + 26w'2, 2^2 = 2c(o; -f- 2rfw'2 . 

G'est dans la recherche de cette relation que consiste le 

(1) On peut, dans une premiere lecture, sauter ce chapitre, dont la 
place naturelle nous a sembl§ 6tre imm^diatement apres F^tude des 
p6riodes et des r^seaux. 

2 
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probleme de la transformation des fonctions elliptiques. 
Nous verrons plus loin (S'' partie, ch. IV, 39) que /*(m,Wj,w2) 
est li6e k sa transform^e /*(w, a>|, (oj) par une Equation 
algebrique. 

6 bis. Transformation du premier degre. — Lorsque le 
determinant ad — be a pour valeur dz 1, c'est-^-dire 
lorsque la substitution d'un couple de p6riodes a Tautre 
conserve les sommets du reseau, la transformation est du 
premier degre. 

II y a des fonctions elliptiques que n'altere pas la trans- 
formation du premier degre. Telle est celle que Weierstrass 
a nommeeyjw. Cette fonction jom a,^ rorigine,un pole dou- 
ble, sans r^sidu, avec Tunit^ pour coefficient du terme de 
degre — 2 ; elle n'a pas d'autre pole k Tint^rieur du 

parall61ogramme des periodes qui contient I'origine, enfin 

1 

la difference pu - — - s'annule avec u, Ces conditions^ 

comme nous le verrons, suffisent pour determiner /)u. Or 
j)u conserve sa valeur au point u lorsqu'on change les pe- 
riodes en gardant les sommets du reseau. C'est une pro- 
pri^te dont ne jouissent pas les fonctions elliptiques autre- 
fois introduites dans la science par Abel et Jacobi, et c'est 
la un des avantages de la fonction j)u sur ces anciennes 
fonctions. 

7. Transformations d'un degre quelconque. — Lorsque 
le determinant ad — be est egal, en valeur absolue, a un 
entier n, on dit que la transformation est de degre n. Quand 
n est plus grand que 1, le probleme de la transformation 
pent etre simplifi6 : au lieu d'effectuer d'un coup la trans- 
formation la plus gen^rale du degr6 n, on obtient le meme 
resultat en efTectuant successivement quatre transforma- 
tions beaucoup plus faciles. 

La premiere de ces quatre transformations consiste a 
conserver I'une des p6riodes et a remplacer I'autre par la 
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^iime pariie de sa valeur, 6 6tant le plus grand commun di- 
viseur de a et de b. 

La deuxieme transformation est du premier degre. 

La troisieme aussi. 

La quatrieme consiste a remplacer Tune des p6riodes 

par la n'*"^"** partie de sa valeur ( n' = - ) en conservant 
Tautre p6riode. 

Demontrons toutceci. 

Si a', b' sont les quotients (n^cessairement premiers 
entre eux) de a, b par leur plus grand commun diviseur 6, 
la transformation proposee pourra ^tre mise sous la forme 

/ (02 = CwJ+dtOj, 

(Oj 

et, si Ton pose -- = Qi, wj = Q2, celle-ci pourra 6tre 

remplac^e par les deux suivantes effectu^es Tune apres 
Tautre 

(1) et (!') 

( 0)2 = ^2, ( ^2 = coi[ -r aW . 

La transformation (i) est la premiere des quatre trans- 
formations annoncees ; on y conserve la p^riode w, et Ton 

y remplace wi par —- • 

II nous faut maintenant decomposer en trois autres la 
transformation (!') au determinant 

, , ,, ad — be n , 

ad — b'c = — = — = n , 



Tons les sommets du reseau g{ des p6riodes 2i2,, 2^2 se 
trouvent parmi les sommets plus nombreux du reseau R' 
des p^riodes ^wj, Swi. Mais nous allons montrer que, sur 
ia direction 2Qi , ne se trouve aucun soinmet de R' 
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autre que ceux qui appartiennent d6ja a ,^. Ce fait impor- 
tant resulte de ce que a! et U sont premiers entre eux. 

En effet, si Tun des sommets du r^seau R' est k Torigine 
(ce qu'on pent toujours supposer), tons les autrcs sont 
compris dans Texpression 2atoi -h gpw'g, ou a et p sont 
des entiers. S'il y avait q de ces sommets sur la direction 
2Qi entre deux sommets cons^cutifs du r^seau 01, Texpres- 

sion de tous ces sommets serait ~ 2i2i , et comme 

Q^ = a'w'j4- 6Vj, il existerait des valeurs entieres a, p 
pour lesquelles on aurait 

- , pa' ph' , 

aoj' + Bti)2 = — iii\ -f- - — to, . 

Or ceci est impossible, car si Ton prend p premier avec q, 
comme a' et // sont premiers entre eux, les nombres 

^ 1 — ne peuvent etre Tun et Tautre des entiers. 

Ce point acquis, conservons la periode 2Qi, que nous ap- 
pellerons 20i, et associons-lui une nouvelle periode 2O2 de 
faQon a conserver les sommets du r6seau 0{.. Les formules 
de transformation devront etre 

( Q, = 0„ 

/ ^ = fx0,4-02, 

pour que le determinant de la transformation soit egal a 1 . 
Cherchons maintenant a determiner la direction O2 de 
telle fagon que, si nous substituons k 2ti>',, 2a)2 deux nou- 
velles periodes 20i, 20^ ayant respectivement les memes 
directions que 20i, 2O2, les sommets du reseau R' soient 
conserves. Les formules de transformation seront 

(3) a'q--b'p = {. 

La premiere de ces relations resulte de ce que, les deux 



CUAPITRE 11 21 

reseaux iR, et R' ayant les memes sommets sur la direction 
20„ on doit avoir 20i = 20i. Or 

Oi = Qi = a'w; + b'tji'^, 

Enfin la coincidence des deux directions 20, et 20i et 
celle des deux directions 2O2, 2O2 s'exprimeront par les 
equations 

(4) ! "■ = "■• 

Tout ceci entraine des equations de condition entre les 
inconnues jx, p^ q^ X, et ces Equations devront pouvoir 
etre r^solues en nombres entiers par rapport k ces quatre 
lettres. 

Par la seconde des formules (3), O2 se trouve exprim^ 
en fonction de wj, w'j- 

Exprimons O2 au moyen des m^mes p^riodes. Des rela- 
tions (2) et (!') nous tirons 

Substituant dans la derniere formule (4) ces expressions 
de O2, Oi, on a 

Les periodes 2(o;, 2a)i ne pouvant etre liees par une re- 
lation lineaire et homogene a coefficients entiers, il faut que 
Ton ait 

c— fia' = \p, , 

,, / avec aq — bp = 1. 

a — [JLO = ^q', 

Ce sont la trois equations qui doivent livrer des valeurs 
entieres pour a, (x, p^ q. Eliminant {x entre les deux 
premieres, on trouve 

l{aq — bp) = a'd — //c, 
c'est-a-dire X == n'. 

La premiere equation donne alors 
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__c^n!p _c — (a'd — b'c)p ^ c[i-^- b'p) ^ , 
^^ a' a' ~"~ a! ^ 

•= c --Y — pd = cq — dp. 

On trouve bien pour jx une valeur entiere. 
Enfin p ei q ne sont assujetlis qu'a la condition 

a'q — b'p = i 

v^rifiee par une infinite de nombres entiers. 

R^sumons-nous et concluons. 

On veut effectuer sur la fonction elliptique f{u) la trans- 
formation g6n6rale du degre 7i 

0)1 = a*o\ -h 6u)s , 

c'est-^-dire qu'on cherche la relation entre f{u, o)i, wj) et 
f{u, oi'i, coi). 

On commencera par faire la transformation particuli^re 
de degre 6 

( (1)1 = GQi, 

c'est-a-dire qu'on cherchera la relation entre f{u, wj, Wg) et 

f{u^ Qi, Q2) = fiuy -^1 oizj] 6 est le plus grand comniui^ 

diviseur de a et b. On d^terminera les quotients a', b' de 

a, b par 6; on prendra deux nombres 79, ^ assujettis a la 

condition 

a'q — b'p = 1 , 

et Ton calculera le nombre [x = cq — dp, 

Cela fait, on effectuera la transformation du premier de- 

gr6 

\ Q = 0„ 

(2) 

( Q2 = H^Oi -H O2 , 

qui donnera la relation entre /*(«, QnQg) et /*(«, Oi, O2). 
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D'autre part, on fera la transformation du premier degr6 

( Oi = aw' -f- b'm'. , 

(3) 

On aura ainsi la relation entre f[u, w,, w,') et f{u^ OJ, 0,). 
Enfin, on r^alisera la transformation particuliere de 
degr6 n' 

\ Oi = o;, 

^ ^ I O2 = n'Oi, 

qui fournit la relation entre f[u, Oi, O2) et 

En rapprochant les r^sultats de ces operations, on aura 
la relation cherch^e entre f[u^ wj, Wj) et/*(M, w',, Wj). 
Ainsi se trouve justifie tout ce que nous avions annonc6. 

Le probleme est particulierement simple pour la fonction 
jDw. Nous avons dit en efTet qu'une transformation du pre- 
mier degr6 ne change pas la valeur de cette fonction. On a 

done 

y>(M, Qi, Qa) = fi[u, Oi, Oj), 

y}(u, a>;, w;) = j)(u, 0;, Oi). 

Nous elablirons dans la suite que, si Ton divise une des 
periodes par un entier v, la nouvelle fonction pu est une 
fonction rationnelle Hv de degre v deTancienne. Par conse- 
quent, 

W, J» Wj j = %[fi{u, (Oj, 0),)], 

fi{u, 0;, 0,) = fi(u, 0,, ^\ = K,/[y)(u, Oi, OO] ; 
c'est-^-dire, en vertu des relations qui precedent, 

y>(w, Oi, O2) = Ro[y>(w, wi, W2)], 

J){u, a)i, w'a) = Rn'[j0(w, Oi, 0,)]; 
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d'oii resulte manifestement que j)[u^ wj, wj) est une fonc- 
Hon rationnelle du degr6 n'0 = n de jd(m, wi, w^). 

Nous avons done reduit le probleme general de la trans- 
formation de la fonction j)u au probleme de la division des 
periodes de cette fonction, probleme que la suite de la 
th^orie nous enseignera a r^soudre. 



CHAPITRE III 



TH£0R£HES GfiNfRAUX SUR LES FONCTIONS 

ELLIPTIQUES 



8. Theor^me. — Une fonction elliptique entiere se reduit 
d une constante. 

Car son module reste fini dans un parallelogramme des 
p^riodes et, k cause de la periodicity, dans tout le plan. Or 
une fonction analytique uniforme dont le module reste par- 
tout fini se reduit necessairement a une constante. 

9. TnEOREME. — La somme des residus d'une fonction ellip- 
tique f{u) par rapport aux poles situes dans un parallelo- 
gramme des periodes est egale a zero. 

Car cette somme est, d'apres un theor^me general 

de Cauchy, egale a Tint^grale — . / f{u)du prise dans le 

sens direct autour du parallelogramme. Or cette integrale 
est nulle, car deux elements diff6rentiels f{u)du^ qui cor- 
respondent a deux points homologues sur deux c6tes op- 
poses, sont 6gaux et de signe contraire. 

10. Ordre d'une fonction elliptique. — Vordre d'une fonc- 
tion elliptique est le nombre des poles qu'elle possede dans 
un parallelogramme des periodes, un p61e multiple comp- 
tant pour autant de poles qu'il y a d'unit^s dans son degre 
de multiplicity. 

Cet ordre est au moins egal d 2. — Car si la fonction 
n'avait qu'un pole simple, le r^sidu correspondant a ce 
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p61e 6tant different de z6ro, la somme des r^sidus ne serait 
pas nulle. 

11. Thi^oreme. — Si unefonction elliptique f[u) estd/ordre 7i, 
V Equation f{u) = c, oil c est une constante quelconque, A, 
dans le paralUlogramme des periodes^ n racines {^gales ou 
inegales) . 

Car les p61es de la fonction f{u) — c, etant les memes 
que ceux de /*(u), sont au nombre de n. D'autre part, si m 
designe le nombre des racines de T^quation 

la difference m — n est egale, comme nous Tapprend un 
theoreme de Cauchy, h I'int^grale 

prise dans le sens direct autour du parallelogramme. La 

fonction -J—r-^ — etant periodique comme /*(m), cette in- 

f[u) — c 

tegrale est nulle. Done m = n, c. q. f. d. 

12. Theoreme. — Dans un parallelogramme des periodes^ 
la somme des zeros d'une fonction elliptique est igale a celle 
de ses pdlesy augmentee d'une periode convenable. 

Car la difference entre la somme ^1 + ^2+-.. de ces 
z^ros et la somme ai -i- ^2 -h . . . de ces poles est donnee 
(Cauchy) par Tintegrale 

prise dans le sens direct au- 
tour du parallelogramme. 
Si pour un instant on d^- 

uf'iu) 
signe "TT-T par F(m) et que 
f{u) 

dans rintegrale f¥[u)du on groupe deux par deux les 616- 
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ments correspondants sur les cot6s opposes, on aura 

/F(M)du = /„,JF(M)-F(u+2a,,)]rfM-/^,JF(«)-F(M+2a..)rfu]. 

Or 

^ f{u) Y(w+2a)2) f{u) 

f{u) Y(^-H2a)j) /^(u) 

11 en resulte 



Mais, -—l reprenant la m^me valeur aux deux limites 0', 

0'+2io, (ou 0\ 0'+2fi>2), log f{u), qui repr6sente Tint^grale 

rf'Ui) 

I TTT rf^j doit ou bien avoir repris la meme valeur ou 

J f{u) 

s'etre accrtl d'un multiple de 2rd. Par suite 

f¥{u)du = — 2a)s.2mJ^^-^2wl.2miT:^. 

/uf'iu) 
\. du,substi- 

tuee dans la formule qui exprime la difference 

donne finalement 

Pi -+- p2 -+- • • • — («! H- aj H- . . . ) = 2miWi — 2m2W2, 
ce qui d6montre notre proposition. 

43. ToEOR^ME. — Une fonction ellipiique est determinde a 
un facteur constant prds par ses periodes, ses pdles et ses 
zeros donnes avec leur degre de multiplicite. 

Car si deux fonctions elliptiques f(u) et <p(m) ont les 

m^mes periodes, les m^mes p61es et les m^mes zeros, leur 

f(u) 
quotient — r— » ^tant necessairement une fonction elliptique 

o{u) 
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enti^re, se r^duit h une constante C. On a done 

f{u) = C;p(u). 

14. Th^oreme. — Une fonction elliptique est determitwe d 
une constante additive prds quand on donne ses periodes^ ses 
pdles et le developpement de sa partie infinie autour de cha- 
c/un d'eux. 

Car si f{u) et o(m) sont deux fonctions elliptiques ayant 
m^mes periodes,m^mes poles et m6me partie infinie autour 
de chaque pole, la difference f{u) — ^(m), qui est une 
fonction elliptique entiere, doit se reduire a une constante C. 
On a done 

f{u) = o{u) 4- C. 

Jusqu'ici nous avons admis Texistenee des fonctions el- 
liptiques. II nous reste a prouver cette existence, et nous 
ne pouvons le faire qu'en eonstruisant de pareilles fonc- 
tions. 



DEUXIfiME P ARTIE 



LA FONGTION p- 



'CHAPITRE I 



CONSTRUCTION ET PROPRI£t£S DE LA FONCTION pu, 



15. Construction de fiu, — La plus simple de toutes les 
fonclions elliptiques a ete r^alisee parWeierstrass. Elle est 
du second ordre ; elle a un p61e double sans r^sidu a Tori- 
gine et par consequent en tous les points 

2u),, 2w2 designant les periodes donn^es ; dans le voisinage 

1 

du pole w. ^a partie infinie se r6duit a -. -r- Nous 

[u — wy 

Savons maintenant que ces conditions determinent la fonc- 
lion cherchee pu a une constante additive pres. On realise 
cette fonction au moyen de la serie a double entree 

oil la sommation s'etend a tous les systemes de valeurs en- 
tieres attributes k wii et a m^^ le seul systeme m, = m2 = 

excepts. 

1 

Les termes constants — r ont 6t6 retranch^s des termes 

vr 

• rr pour rendre la s6rie convergente, comme nous 

\u — wy 

allons le montrer. 

Admettant provisoirement cette convergence, nous 
voyons que le d^veloppement admetles deux periodes 2a), 
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et 2u)2, car le changement de k en w -h 2wi on u -+- Sojj 
n'a d' autre elTet que d'en permuter les termes. 

La serie qui d^finit pu est absolument et uniform6ment 
convergente dans toute region du plan qui ne contient au- 
cun dcs points iv = 2mjO)i + Sm^w^. En effet le terme 
general pent etre ecrit 



w8 



2w 



9 



{u — ivy ?t'* iv^{u — ivY / w\* w^ 

1 

Le terme qui multiplie — r a un module fini en tous les 

points autres que les points w. II suffit done d'6tablir la 
convergence absolue de la serie 2— 3 ou plus gen^rale- 
ment de 






lorsque X est un nombre reel plus grand que 2. 

Or la serie des modules des differents termes a pour 
terme g^n^ral 



A 

12 



aj, as d^signant les parties reelles et ?i, % les parties ima- 
ginaires de 2a>i, gwg. 

Celle-ci sera convergente en m^me temps que la s^rie 
plus simple 



X 

212 



car, si Ton pose — = [i, le rapport des termes corres- 

Tfi\ 

pondants ne depend que de {jl et ce rapport 

X 

L i+i^' J 

ne devient jamais, quel que soil ,a, ni nul ni infini. 
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Nous sommes done ramen6s a 6tudier la s6rie double S . 
Enlaissant de c6i6 les valeurs negatives dp m,, ms, nous 
pouvons la considerer comme la somme de quatre autres : 
la premiere, simple, comprenant tous les termes oh 
mi = ; la deuxieme, simple aussi, form6e de tous les ter- 
mes oil wij =0; la troisieme, double, formee de tous les 
termes ou wij > rwi; la quatri^me, double, form6e de tous 
les termes oil m^^ m^ ; en sorte que 



^m tn^ -^■" m"^ ^^ .^" 



mj -*■ m'jj 

- 2 5 — !— . 

Par raison de sym6trie la premiere et la seconde de ces 
quatre series sontegales entre elles, la troisieme et la qua- 
tri^me aussi ^gales entre elles. 

D'ailleurs la premiere serie est, on le sait, convergente 
pour X > 1. 

Nous n'avons plus ^ 6tudier que la troisieme serie, qui 
est double. Occupons-nous d'abord de la serie simple 



S 



1 

oil mi est fixe. Son terme gfe^ral est inferieur a -^. Or 

m^ 

1 

la s6rie dont le terme de rang m^ — m^ est —7 a une somme 

ma 

r** dx 
—^ (regie de Cauchy). 

Comme X doit 6tre plus grand que 1, cette int^grale a pour 

1 i 

valeur ^ r— tt* On pent done 6crire, K 6tant un nom- 

A — 1 mj" * 
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bre fini, 






m^-^zcD 




^ {ml -+- mlf ^ m\ » 

TOj — m| 



II faut maintenant donner a m, toutes les valeurs en- 
tieres de 1 k Finfini, et faire la somme des quantit^s ainsi 
obtenues ; on aura 



X-l 



Mais la s6rie qui figure au second membre converge 
pour X — 1 >> 1, c'est-a-dire pour X > 2, c. q. f. d. 

La convergence absolue de la s^rie jm en tout point u 
qui ne coincide pas avec un des points iv se trouve ainsi 
^tablie. La s^rie est de plus uniform6ment convergente, car 
nous avons ramen6 la question de sa convergemce a celle 

de la convergence de la serie ^—3 » laquelle a ses termes in- 
d^pendants de u. 

16. Double periodicity de pu, — Parity. — Homogineite. 
— Invariance dans toutes les transformations du premier 
degr^. — 1° Nous avons deja mis en evidence la double pe- 
riodicity de pu. Les deuxp^riodes sont Swi, 2w2. 

2° La fonction pu est paire. Car, dans la s^rie qui la re- 
presente, nous avons le droit d'ecrire — w au lieu de w, 
ce qui ne fait qu'^changer les termes deux k deux. Si alors 
nous changeons u en — u, nous obtenons 

expression visiblement identique kpu. 

3** Consid^ree comme fonction des trois quantites M, 2wi, 
2a)2, pu est homogene et de degre — 2. 
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4° Construisons deux fonctions fiu : Tune jd(k, wi, m) 
aux p^riodes Swi, 2a)2 ; I'autre y}(w, wj, toa) aux periodes 
2a)i, 2wJ liees aux pr6c6dentes par les relations 

2a)i = a.2a)iH-6.2a)2, 2a)2 = C.2aii 4- rf.2a)2, 

oil le determinant ad — be est suppose egal a ±1. 
Nous avons vu (1" partie, ch. 1, 5) que le reseau des pe- 
riodes 2a)i, 2w2 a exactement les monies sommets que ce- 
lui desp6riodes 2c)i, 2u)2. Or il est Evident que la valeur de 
la s^rie j)u en un point u du plan ne depend que des som- 
mets du reseau ; car si Ton change les periodes en conser- 
vant les sommets, les quantites w ne font que se permuter ; 
done 

Ainsi se trouve etabli Timportant r^sultat que nous avons 
annonce (1'® partie, ch. II, 6) : /)u reste invariable pour toute 
transformation de degre 1. 

17. Diveloppement de pu suivant les puissances de u, — 
Les p61es de pu sont les points 

lis sont doubles. Aux environs de w = 0, on a 

1 J_ _ ^ / i ^\~^ 1 _ 2m 3w^ 4^3 

(u — WY W^ tV^ \ wj W^ 10^ 1^'* tv^ 

Faisons la somme pour toutes les valeurs de w ; remar- 
quonsqueles puissances impaires de u doivent se detruire ; 
enfin, posons pour abr^ger 

^1 =^ *> Xj — 7 ' Ci = O >. — - 1 • • • » 

nous obtiendrons Timportant d^veloppement 

i 

/}M = — • -f- CiU^ -+- CjW* H 

valable pour tout point u compris dans tout cercle ayant 
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Torigine pour centre et un rayon moindre que la distance 
de ce centre au pole le plus voisin. 

Observons que ce d6veloppement manque de terme 
constant. Dans le voisinage d'un pole quelconque w, le d6- 
veloppement de pu est 

1 

[u — wY 

Cette nouvelle forme donnee a la fonction pu montre im- 
mediatement que c'estune fonction analytique. 

18. Kquation algibrique entre pu et sa derives. — Nous 
avons 

/)« = -T -t- CiU^ -h c^ir -h • • • , 
u^ 

—-2 

p'u = — - + 2ciM -h 4c2w' H 

u^ 

On voit que la fonction elliptique 

1 

pf^u — Aphi = — 20C| -- — 28c2 4- ■ • 

a un pole double, sans residu, a Torigine ; elle ne pent 

d'ailleurs en avoir d'autre dans le parall61ogramme 

des p^riodes qui contient I'origine. Par consequent 

p'hi — Ap^u + 20cijow est une fonction entiere, et comme 

c'eet une fonction elliptique, elle se r^duit a une cons- 

tante — 28c2 (qu'on obtient en y faisant u = 0), Fina- 

lement on a 

p'^u — Ap^u H- ^OCipu -h 28c2 = 0. 

Telle est I'equation algebrique qui lie pu a sa derivee, 
et k laquelle on donne une forme plus commode pour les 
calculs; en posant 

32 = 20c, = 60^ — , 



5, = 28c, = 14021^' 
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ce qui permel d'^crire 

Tout ce qui va suivre nous montrera rimportance de 
cette relation. 

19. Calcul des coefficients du developpement de j)u . — La 
differentiation par rapport a u des deux membres de 
r^quation precedente donne, apres suppression du facteur 

J)u = 6y) — y ^2. 

Si Ton substitue dans cette derniere relation le develop- 
pement 

1 

yjw = ~ -t- du^ -t- CjW* -+-•••, 

ridentification des termes en m^"~^ donnera 

6 

n(2n — 1 ) — 6 

1 
le dernier terme entre parentheses etant Cn_Cn ou — c g_i 

suivant que n est pair ou impair. Cette formule recurrente 
permet d'exprimer C3, c^, ... par des polynomes entiers 
en Cxy C2. 

Tous les coefficients du developpement de j)u sont done des 
polyndmes entiers en g^^ cj^- 

20. Les trois racines Ci^e^^e^. — Une raison de symetrie 
nous amene a introduire une troisieme periode Swg liee 
aux deux periodes 2wi, 2^2 par la relation 

Wj H- 0)2 -+- 0)3 = 0. 

Posons 

Ces trois nombres ei, e2, Cz sont les racines de T^quation 

du 3® degr6 

4y)^ — ^2/> — <73 = 0. 

Pour le prouver, il suffit de faire voir qu'ils annulent pu. 

Or pu 6tant doublement periodique et impaire, puisque 
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pu est paire, on aura par exemple 

^'lOj = y(a), -— 2a)i) = /)'(-- to,) = — joV = 0, . c. q. f. d. 

Les trois racines ei, Cj,. e^ sont distinctes, si, comme nous 
le supposons, w,, w^ et par suite Wg ne sont pas des 
periodes. Car si e-^ par exemple etait 6gal k ei, on aurait 
yxoa = jotOj, d'ou 

toj = di w, + periode ou 103 qp wj = p6riode, 

cequin'estpas,car ti)3-hwi= — 1»>2, et 103 — Wj = — 2wi — to^; 
or — tog et — 2w, — u)2 ne sont ni Tune ni Tautre des 
periodes. 

Les quantites (?i, ^2, 63, d'apres les relations qui les defi- 
nissent 

sont homogenes et du degre — 2 par rapport aux pe- 
riodes . 
Elles satisfont aux relations 

4 4 

21 . Invariants de pu. — Lorsqu'on change les periodes 
en conservant les sommets du r6seau, les coefficients g^^ ^3, 
d'apres leur definition (ci-dessus, 18), conservent leur va- 
leur. Ce sont des invariants du r6seau dans toute transfor- 
mation du premier degr6. 

Deux autres invariants sont ^ consid6rer : 
1° Le discriminant 

A = 16(61 — 62)^(^2 -63)^(63 — 61)^ = ^1 — 27^5- 

II n'est jamais nul puisque les racines ^i, ^2, 63 sont dis- 
tinctes. II est d'ordre — 12 par rapport aux periodes ; 
2« L'invariant absolu 
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II est d'ordre z6ro, et par suite il ne depend que du rap- 

0)2 

port T = — des p^riodes. II reste invariable si Ton 

change x en -r (ad — be = dz 1). 

'• ' ax 
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LA FONCTION jm D£FINIE PAR UNE £QUATI0N 

diff£rentieile 



22. Position du probUme. — Nous avons vu que la fonc- 
tioD fiu satisfait a une Equation diff^rentielle 



(rff)='^^'-^'^-^" 



dont les coefficients constants ^2, ^3, qui v^rifient Tin^ga- 
lit^ 

peuvent 6tre calcules au moyen des periodes 2wi, Swg. 

Inversement, donnons-nous a priori T^quation differen- 
tielle 

Nous allons montrer qu'elle admet pour integrate parti- 
culiere une fonction j}u dont nous d^terminerons une p6- 
riode en fonction de g^^ ^3. 

Figurons dans le plan de la variable complexe z les trois 
racines ^i, ^2^ ^3 de I'equation 

Z = \z^ — g^z — ^3 = 0. 
Elles sont distinctes, car nous supposons 
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Nous les avons numerot^es dans I'ordre 
oil on les rencontre en tournant dans le 
sens direct autour du triangle ej^a^a. 

Partons d'un point quelconque Zq. En 

ce point le radical a deux valeurs ^gales 

et de signe contraire -t- v^Z^ et — ^/Z^. 

D'apres le theoreme fondamental de la 

th^orie des equations differentielles, il existe une fonction 

analytique z de w qui satisfait k Tequation 

dz ,_ 
du 



Zqi 



le radical \/Z prenant 
v^Zfl par exemple 




et qui pour u = u^^ se r^duit a 
en m^me temps la determination 
(Wq est donne arbitrairement). 

Si Ton marque le point Uq dans le plan 
'u' de la variable complexe w, la fonction z 
U, de u sera uniforme et continue dans un 
cercle decrit du centre Uq avec un rayon 
Po que la theorie enseigne k calculer. 

On pent determiner de proche en pro- 
che la valeur que prendra cette fonction z 
en un point quelconque u' joint au point 
Wq par un chemin L. II suffit de calculer la valeur Zq que 
prend z en un point Uq situe a la fois sur L et dans le 
cercle de rayon po. Le theoreme fondamental que nous ve- 
nous de rappeler prouve Texistence d'une fonction z se 
r6duisant a zj pour u = i«o, uniforme et continue dans 
un cercle de centre Uq et de rayon p^. II est clair qu'en 
proc6dant ainsi de proche en proche, on arrivera jusqu'au 
point u' avec une valeur bien d^terminee z' de la fonction. 
Le raisonnement tomberait en defaut si les rayons 
Po, po»... tendaient vers zero, auquel cas on aboutirait a 
un point limite Wi situe sur le chemin L entre Uq et u\ 
et qu'on ne pourrait plus depasser. 
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Mais la th^orie nous renseigne sur la grandeur du rayon 
po du cercle de centre u^ oil Ton peul affirmer Texistence 
et Tuniformit^ de Tintegrale d'une equation differentielle 

dont le second membre est une fonction uniforme et conti- 
nue de s, n dans le voisinage de w = Wy, z = z^, 
Ce rayon n'est tres petit que si le module de /"(m, z)est tres 
grand dans ce voisinage et que si les valeurs m, z critiques 
pour f[u^ z) sont tres rapproch^es de w^, v^. 

Or, dans le cas actuel, /"(w, z) = \JZ ne peut evidem- 
ment tendre vers Tinfini que si z y tend lui-m6me. Les 
points wi ou le prolongement de la fonction z pourrait 
etre arr^te sont done ceux ou z devient infini et ceux oil -z 
prend une des valeurs ^i, ej, ^3, critiques pour ^, 

Nous allons prouver : i'* que les premiers sont Isolds 
(on pourra done toujours les eviter) ; 2° que les derniers 
ne sont pas des points critiques pour z. Rien n emp^chera 
done de prolonger la fonction dans tout le plan des u, 

• 

23. La fonction z de u est uniforme et fractionnaire , — 
Supposons done que, pour w = Mj, z devienne infini. 

Le radical ne s'annule pas pour f = ; la determina- 
tion que r.on considere est done une fonction de t uniforme 
et continue dans le voisinage de ^ = 0. Par consequent 
Tequation differentielle ci-dessus d^finit une fonction t de 
u elle-meme uniforme et continue dans un cercle de rayon 
lini decrit du point Ui comme centre. Or, d'apres un theo- 
reme connu, la fonction analytique t ne peut reprendre 
dans ce cercle une infinite de fois la valeur 0, c'est-^-dire 
que z n'y peut prendre qu'un nombre limite de fois une 
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valeur infinie. Les infmis de z sont done isoles dans le 
plan des u. 

Nous allons prouver que ce sont des pdles. 

Pour cela, developpons en serie le second membre de 
Tequation precedente; il viendra 

d'ou, en integrant et tenant compte de ce que t doit etre 
nul pour w = Wi, 

et, en r^solvant par rapport a i, 

( = ±(M-M,)[l-g(M-MO* + •••]; 



d'oii 



1 1 Qi , X. 



Ainsi z est uniforme aux environs du point Wi, et ce 
point Wi est un pdle, 

Reste a savoir si les points critiques ^i, '^2, e^ de \/Z dans 
le plan des z correspondent k des points Ui, Ui, u^ du 
plan des u qui soient critiques pour la fonction z. 

Posons z = Cj -f- ^*. L*equation diff^rentielle 

— = ^= v^4(z — eiX^ — ejXz — 63) 

se transforme en 

/// 

^= v^(e, — e2-h^^)(e, — 634-^'). 

La valeur / = n'etant pas un point critique pour le 
nouveau radical, Ui sera un point ordinaire pour la fonc- 
tion ^ de w et par consequent pour z — <?i-4- <^ 

De tout ceci resulte que z est une fonction analytique uni- 
forme et fractionnaire de u. 



1 
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24. La fonction z de u est doublement p^riodique. — A une 
mSine valeur z' de z T^quation diff^rentielle, qu'on pent 
6crire 

du = — 1 

fait correspondre une inflnit^ devaleursde u, Cherchons-les. 
L'equation int^gree donne 

(^' dz 

le signe de \/Z etant determine par la condition que, pour 
2 = 2o» v^Z se reduise k -h^Z^. 
II faut chercher les diverses valeurs que pent prendre 

cette integrale lorsqu'on fait 

varier le fil d'int^gration suivi 

de Zq a z'. Menons une ligne 

d^terminee L entre Zq et z'. 

. Puis joignons z^ aux points 

^i» ^2» ^s par des lacets Li, Lj, 

L3 compos6s chacun d'une 

droite, d'un petit cercle et de 

la m6me droite parcourue en 

sens inverse . 

Tout chemin ZqMNPz' amenera la meme valeur de u que le 

chemin determine L precede d'un certain nombre de lacets. 

Pour le prouver, observons que nous pouvons adjoindre 

••• ••• ••• 

au chemin ZqMNPz' les lignes (pointill^es) z^M, ZqN, s^P k 
condition de les parcourir deux fois en sens inverse, et sans 
interposer d'autre trajet entre ces deux parcours, qui evi- 




demment donneront une valeur nulle pour Tintegrale 



rdz 

J s/z' 



Rappelons-nous d'autre part que I'int^grale d'une fonction 
analytique f{z) a m6me valeur le long de deux chemins ayant 
m^me point de depart et meme point d'arrivee, ne passant 
ni Tun ni Tautre par des points critiques de /(z), et dont le 



J 
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second peut ^tre obtenu en deformant le premier sans 
jamais le faire passer par aucun de ces points critiques. 
Deux pareils chemins sont dits equivalents. 

Cela pose, le chemin z^MNPz' peut manifestement ^tre 
remplac6 par ces trois-ci parcourus consecutivement : 

zM, MN, Nz* ; z^N, NP, Pz' ; z.P, Pz'. 



Or d'apres la definition des chemins equivalents, il est 
fecile de voir que le premier equivaut k un lacet L2, le 
second a un lacet Li, le troisieme au chemin L. 

L'integrale suivant le lacet Li se compose des integrales 
suivant la droite z^et, suivant le petit cercle de centre e^f et 
suivant la ligne de retour e^Zo. 

Or, lorsque le point z a fait une circulation complete 
autour de e^, le radical \/~Z a simplement change de signe. 

Comme dz change de signe ^galement dans le retour, le 

dz 
quotient — reprend exactement la m^me valeur quand 

z repasse par les memes points ; il en r^sulte que 

dz r'^o dz 

Quant a Tint^grale le long du petit cercle, elle est nulle \ 

/dz 
— a son module du meme ordre de 

/* d" 

grandeur que celui de / " > lequel est inferieur k 

J vz — ei 



z**! dz r' 



mod dz _ /• ds 

mod v^z — ei J sTo 



p designarit le rayon de la petite circonf^rence et ds T^l^- 
ment d'arc. Or 

J vp vp vp 

quantity qui tend vers zero en m^me temps que p. 
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De tout ceci r^sulte que Tint^grale suivant le lacet Li se 

X*i dz 
-— ' Posons 
-0 V^ 

. r^i dz . f*2 dz /^s dz 

le signe du radical \/Z etant determine par Tobligatioii im- 
pos6e a ce radical de se reduire a + v/Z^ pour z = z^ ; 
et remarquons que, lorsque le point z revient en z^, le 
radical ne reprend pas la valeur qu'il avait au moment du 
depart, mais une valeur 6gale et de signe contraire. De sorte 
que rintegrale prise suivant le lacet Li est 2Ai ou — 2Ai sui- 
vant qu'on a d^crit avant celui-la un nombre pair ou un 
nombre impair d'autres lacets. 

Enfin, la valeur de Tintegrale le long du chemin L etant 
designee par I, 



r" az 



lorsque la valeur initiale du radical est -h v^, cette inte- 
grale aura pour valeur -t- 1 ou — I suivant que L aura 
ete pr6ced6 d'un nombre pair ou d'un nombre impair de 
lacets . 

Toutes les valeurs de u repondaht a une meme valeur 
de z sont done donn6es par la formule 

u = Uq-^ 2niAi + 2W2A2 -h 2W3A3 -h (— i)«i-+-«2+"3l, 

n,, 712, rig etant des entiers positifs ou negatifs dont la 
somme est egale a ou ^ 1 suivant que le nombre des 
lacets est pair ou impair ; car tout lacet qui amene I'inte- 
grale -h2Ai (i 6tant un des nombres 1, 2, 3) est neces- 
sairement suivi d'un autre amenant Tint^grale — 2Aj 
= l,2ou3). 
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Posons maintenant 

A3 — Aa = I -=z = Wi , 



Al — A3 = I -7=^ = 0)2 , 

A2-Ai = J 



v/Z 

'2 dz 

= = W3, 



4 n: 

et remplaQons dans la formule prec6dente Ai par sa valeur 
A3 4- 0)2 et Aj par A3 — a>i ; elle deviendra 

u = Wo-f-2ni(D2— 2r?2aj,H-(ni4- W2-l-W3)2A3-+-(— l)'»i-+-'»2+"3l, 
et suivant que ni -h r?2 + n^ est egal ^ ou k i , 

w = Sm^wj-f- 2m2a>2 H- I -h Wg 
w = 2mia>i 4- 2m2W2 + 2A3 — I H- iIq . 

De la r^sulte que z est une fonction doublement perio- 
dique de u aux periodes 2u)i, 2a)2 determin6es en fonction 
des constantes g^, gz (dont ^i, ^2, e^ sont des fonctions) par 
les integrales d6finies ci-dessus. 

Comme nous avons vu que z est une fonction analytique, 
uniforme et fractionnaire, c'est une fonction elliptique. 

Son ordre est 2; car il n'y a dans chaque parallelogramme 
des periodes que deux valeurs de Targument qui fassent 
acquerir a la fonction z une m^me valeur. C'est ce que 
montrent les deux formules ci-dessus qui ne donnent pour 
u que deux valeurs distinctes, I -h Wq et 2A3 — I -h Wq- 

25. P6les de z; z est une fonction pu, — La fonction ellip- 
tique z etant du second ordre et ses poles etant doubles, il 
n'y en aura qu'un dans chaque parall^logramme des pe- 
riodes. — Cherchons ou ils sont situes. 

La valeur Wi d'un pole est donnee par la formule 



00 

Wi = w. -h 



/ 
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Evaluons cette integrale, que nous supposons prise le long 
d'une ligne z^z^ aboutissant en un point Zx d'un cercle C 
decrit de Zq comme centre avec un cercle de rayon infini. 
La fonction analytique /Z, dont la valeur au point z^ est 

bien determin6e et egale a -|- /Zq, 
est visiblement uniforiAe et continue 
dans la region du plan des z bornee 
par le cercle C, par la ligne z^z^ et 
par les trois lacets L,, L^, L3. Son in- 
t6grale suivant ce contour est nuUe. 
Cette integrale est la somme de six 
autres, prises : 1^ suivant z^Zi ; 2° sui- 
vant C dans le sens retrograde ; 3° suivant z^z^ ; 4® suivant 
Li (c'est le seul lacet qu'on puisse suivre dans la disposi- 
tion de la figure, sans franchir un autre lacet ou la coupure 
ZqZ,) ; 5'^ suivant Lj; 6° suivant Lg. 

Quand le point z, apr^s avoir decrit la circonf6rence G» 
est revenu en Zi, le radical 

v/Y=: v^(z — ei)(^z — ^alfz — 63) 

a chang6 de signe comme le ferait 6videmment le radical 
plus simple sj'z^ qui est la partie principale de /Z pour 
les grandes valeurs de z. II en r^sulte que 

J 1^*0 dz __ r'^i dz 

d'ou 

pd^_^ ndz^^^ ndz^^ 
Jzq V Z »/s, v/ Z ^zq /Z 

Lorsque z est revenu en z^, le radical a pris la valeur 
— \/Tq ; par suite le lacet Li amenera la valeur — SA^ de 
rint6grale ; le lacet Lj qui vientensuite,la valeur -f- 2A2 ; 
le lacet suivant L3 la valeur — 2 A3. On aura done 



JzO •J C 



2Ai -+- 2A, - 2A3 = 0. 
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Mais rintegrale suivant le cercle G est rigoureusement 
nuUe. Car elle a une valeur fixe quel que soit le rayon R 
de ce cercle, et elle est du m6me ordre que rint6grale plus 

simple / -=r? dont le module (si ds d^signe un element 

de la circonf^rence) est plus petit que 

J^ mod dz rds i ^ _ Stt 
—7= = / -T = -T • 27cR = — , 
c mod/z« ./ i i 1 

R2 R' R« 

quantity aussi petite qu'on veut. 

L'6quation ci-dessus, ou Ton fait f = ^ et ou Ton 

remplace I c'est-k-dire I par sa valeur w^ — Wq, 

• -0 "0 

donne pour valeur du pole Wi 

ux = Wq -4- Ai — A2 -+- A3. 

Tous les poles de z sont compris dans la formule g6n6- 

rale 

u = Smiioi -h %n^i02 -+- Wq + ^1 — A2 -4- A-j . 

Maintenant donnons k la constante d'int^gration Wg la va- 
leur particuli^re 

Wq = — Ai-f- A2 — A3; 

les p61es seront les points 

Conclusion: — z ne sera autre chose que la fonction pu 
<5onstruite sur les deux p^riodes 



0), 



/»^3 dz __ /'^i dz 

c/cg /Z "'eg vZ 



car les deux fonctions elliptiques- z et pa ont mfemes 

1 

p6riodes, monies p61es, m6me partie infinie ^ r^ au- 

tour de chacun de ces poles, et de plus m6me terme cons- 
tant, savoirz^ro, de leur d^veloppement dans le voisinage 

4 
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d'un pdle Wj, puisque nous avons trouv6 (23) 

[u — UxY 20 

Remarque. — Quand le triangle ^i, e^^ e^ devient infini- 
ment aplati, c'est-a-dire quand les trois points Ci, ^2, ^3 sont 
en ligne droite, le calcul des periodes ne presente aucune 
difficult^particuliere. Car si, pour fixer les idees, nous sup- 
posons 63 situe entre ei et 62, I'element differentiel des 
deux int^grales qui repr6sentent wi et f>2 ne devient pas 
infini entre les deux limites. 

II n'en est pas de meme pour Tintegrale qui exprime Wg ; 
mais il est inutile de discuter cette int^grale pour savoir 
comment la calculer (ce qui d'ailleurs serait facile) ; car 
nous Savons a priori que wg est 6gale a — (wj -f-wa). 
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LES FONCTIONS Ku ET <:u, 



La th^orie des fonctions elliptiques est facilitee par Tad- 
jonction a la fonction j)u de deux autres fonctions que 
Weierstrass a nommees Cw et <tu et qui sont liees d'une 
fagon tres simple a j)u. Au reste ^u et <m ne sont pas des 
fonctions elliptiques, mais elles se rapprochent beaucoup 
de ces fonctions par leurs proprietes. 

26. Definition de X,u, — Si l*on int^grait terme a terme la 
s6rie 

sans ajouter de constante,onobtiendrait un d^veloppement 

dont la convergence serait incertaine,car son terme g^n^ral 

— iu 1 

est de I'ordre de grandeur de — r » et la s6- 

u — W Wt w^ 

rie des modules de —1 est divergente. Mais il est facile de 

rendre ce d6veloppement convergent : il suffit d'aj outer 

1 

h. chacun de ses termes la constante Carle 

w 



terme general 




1 w i u^ u^ 


1 


u — w w^ w w^[u — w) u 

w 


w^ 


1 

est de I'ordre de — (voir 2" partie, ch. I, 15). 
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La serie ainsi obtenue est absolument et uniformement 
convergenle en toute region du plan qui ne contient aucun 
des points 

C'est cette s6rie chang^e de signe qu'on appelle ?m. 
Ainsi 

1 \1 / i 1 M^ 

u ^^ \ii — w w nr 

et 

. ^\u) = — pa. 

La fonction Cw, ayant pour d6riv6e une fonction paire, est 
une fonction impaire, 

Elle est homogene de degre — 1 par rapport aux trois 
lettres m, ojj, wj. 

Elle reste invariable lorsqu'on change les periodes sans 
changer les sommets du reseau, c'est-k-dire dans toute 
transformation du premier degre. 

Elle a pour pules les points 2miWi + 2m2Wj. Ces p61es 
sont simples et les residus correspondants sont egaux a 1. 

27. Ddveloppement de ^u suivant les puissances deu. — Du 

d6veloppement (17) 

1 

/)W = — r + CiU^ -h CiU^ -\ • 

U^ 

on d^duit en integrant, changeant de signe, et remarquant 

1 

que la difference ^u s'annule pour w = 0, 

u 

1 u^ u^ 

u S o 

28. Addition d' une p^riode d U argument de Cw. — De la 
relation 

on tire, en integrant et changeant le signe des deux 
membres, 

C(w-h2wi) = C(it)-+-2ra. 
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Pour determiner la constante rji, faisons w = — o>i. 
Observons que C(w) est une fonction impaire et que par 
suite C( — <*>i) = — C(t»>i). Nous en concluons 

Le m^me raisonnement et le meme calcul s'applique- 
ront k C(u -h 2w,). Nous aurons done 

C(wH-2a)2) = C(w)h-27)2, 
avec 

Til = Cwi, 7]j = Cwj. 

On voit que la fonction ^(u) n'est pas doublement p6rio- 
dique, mais se reproduit augmentee d'une constante par 
Faddition d'une p6riode (de /)u) a son argument. 

29. Relation entre les quatre constantes a>i, C02, rjj, t),. — 

Les quatre constantes wj, loj, r)i, tjj 
sont liees par une relation dont 
nous apercevrons la grande impor- 
tance dans la th6orie des fonctions 
G de Jacobi. On obtient cette rela- 
Qf 2««ii A tion en calculant Tint^grale f^udu 

autour du parall61ogramme des periodes O'ABC. 

L'int^gration suivant les deux cotes opposes O'A, BC 
donne 

I Kudu -\- I Kudu = I K{u)du — I i:(wH-2a)5)rfw 

[Cm — C(m -h 2a)2)]rfM = —^Ti^du = —47)20)1. 

O' '^^O' 

Les deux c6t^s AC, O'B donnent -l-4a)27)i. 
L'integrale cherch^e est done 

4(W2^H Wi7)2). 

Mais d'autre part cette integrale est egale au produit de 
2Tri par la somme des r6sidus de la fonction Cw relatifs aux 
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p61es contenus dans ce parall^logramme, si Ton suppo se 
que le sensdu parcours O'ACB est le sens direct. Or, il n'y 
aqu'unpole, de r^sidu h- 1. On a done 

C'est la relation cherch^e. 

L'hypoth^se faite sur le sens du parcours implique, 
comme nous Tavons vu (!'• partie, ch. I, 4), que le rapport 

ID] 

T = — des p^riodes ait sa partie imaginaire positive. On 

pent toujours supposer qu'il en est ainsi, car, dans le cas 
contraire, on prendrait pour p^riodes 2wi et — 2w2, ce 
qui ne change pas les sommets du r^seau et par suite 
n'alt^re pas la fonction t,u. 



N 



30. La fonction aw. — Int6grons la serie 

cw = — -t-Sf • — ^-"tV 

u ^^\u — w w vcr I 

et, pour rendre convergente la serie obtenue, ajoutons a 
chacun de ses termes la constante — log w. Le terme 
g^n^ral aura pour expression 

Vi It / \jl\ u u^ 
log (W — u)-] h^r-i — l0gw; = l0g(i )h \-Tr-i 



u u^ u^ 





1 ■ ■■■ 1 ^ 


u u^ 
w 2w^ "" 





1 

II est de Tordre de — i et par consequent la convergence 

de la serie est assur^e. 
La fonction qu'on obtient ainsi et qu'on pent 6crire 



logt/-4-2log(i-^) + 2^^S 



u u* 

e 



U V 

— l" 



'«4"n('-f)'" "] 



CHAPITRE 111 5S 

n'est pas uniforme ; mais uniforme est la fonction qui 
figure sous le signe log. G'est cette derniere qu'on appelle 
tne. On a done 



u« 



n ' 



W ' 

et 

— log fSU = t,u. 



du 



31. ProprUUsde (jm. — Ddveloppement suivant les puis- 
sances de u. — La fonction au est 6videmment entiere et 
ses z6ros sont les points 2miU)i + ^nm^z, Ces z6ros sont 
simples. Pour u infiniment petit, la valeur principale de au 
est egale a u. 

Consid6ree comme fonction des trois lettres u, 2a)i, 
2t02, <Ju est homogene de degr6 1 . 

Elle reste invariable pour toute transformation du pre- 
mier degr6. 

C'est une fonction impaire de u. Car on a le droit, dans 
I'expression de jm, d'ecrire — tv au lieu de w, ce qui ne 
faitqu'echanger les termes deux a deux. Sialors on change 
u en — w, on voit que la fonction s'est reproduite, mais 
changee de signe. 

Enfin si Ton integrele d^veloppement (27) 

^ i u^ u^ 

u d ^ 

et qu'on remarque que, pour w = 0, log au — log u 

s'annule, il vient 

, u^ u^ 
logciM = logM — ci ^-r — Ca;— 

— Ct Co z ••• 



= U(l + rfiU* -(- djM* -\ ). 
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32. Addition d'une piriode a V argument de tm. — Int6- 
grons Tequation 

on trouve 

log (j(w 4- 2toi) == log <m -+■ 27)iw 4- const., 

(j(w-+-2(o,) = Ce*'^i«(jw. 

Pour determiner la constante C, faisons u = — wj, et 
remarquons que, <m 6tant une fonction impaire, nous au- 
rons <y( — wj) = — dcoi ; il viendra 

C = — e^-ni-i . 

Le m^me calcul se faisant pour la periode 2w2, nous 
aurons 

Ces formules montrent que fsu n'est pas une fonction ellip- 
tique, ce que nous montrait d'ailleurs a priori le fait que 
<iw est une fonction enti^re ; <5U est une fonction double- 
ment pModique de troisidme espice. M. Hermite a appel6 
ainsi les fonctions analytiques uniformes qui, lorsqu'on 
ajoute une piriode a leur argument, se reproduisent multi- 
pli^es par un facteur exponentiel dont Texposant est une 
fonction lineaire de Targument. Quand ce facteur se r^duit 
k une constante, on a affaire a une fonction doublement 
pModique de deuxidme espdce. 

33. Rappel des formules fondamentales relatives a pu^ Cw, 
<TW. — Si Ion pose tv = SwiiWi -f- 2m2u>2, on a 

^"^ "" 17 "^^ l{u - wy " "^J ' 

U ^^ \u — IV w w^ J 

(jw = w I I I 1 — — le«' ^*\ 



=«n('-^) 



CHAPITRE III 57 

Cw = — pu ; -7- log ffu = Cw ; 

du 

j)(u -I- 2a)i) = y)(M H- 20)2) = fiu ; 

?(w H- 2w,) = Cw 4- 2r^, , C(w -H 2(02) = Cm +27)2 , 

<y(i/ -H 2o>i) = — e*"^it«-^i)jM, <j(M + 2a),) = — e*V"-'^a)<jw. 

Rappelons enfin les formules 

1l = C^l, ^2 = C^2^ 2(W2Y)i — (1)17)2) = Tzi, 



CHAPITRE IV 



EXPRESSION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 
PAR LES FONCTIONS <x, C, /). 



Toute fonction elliptique f[u) aux p^riodes Swi, 2<U2 
peut Stre exprimee d'une maniere tres simple soil par des 
fonctions d, soit par des fonctions ?, soit par une fonc- 
tion fi ayant les mSmes p^riodes. 

34. Expression par un quotient de fonctions <j. — II faut 
avoir determine les z6ros ai, a^, . . . , a„ et les p61es ^i, 
^2, ...> bn de f{u) situ^s dans un parallelogramme des 
p^riodes ^*l On sail que la somme des z6ros ne differe de 
la somme des poles que par la somme de multiples des 
deux periodes : 

«! 4- a2 ^- • • • -h «n = bi-\- bi -{-... -hbn-h 2miWj + 2^12^2, 

Si du parallelogramme consid^re on se transporte dans 
celui dont un sommet diflere du sommet homologue de ce- 
\m-\k precisement de Swiiwi + 2m2U)2, on y trouvera un 
pole bit, par exemple, homologue de bn et tel que 

bn = bn + 2mio)i -h 2m2(02, 
en sorte que la relation pr6c6dente prend la forme plus 



(1) Ou, plus g^n^ralement, les z^ros distincts et les pdles distincts, 
c'est-k-dire tels que deux d'entre eux aient une difference non ^gale h 
une p6riode 2miwi -+- 2maa)2. 
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simple (ou bn a et6 recrit pour ft'„, par raison de sym^trie) 

fll -h ^2 4- • • • 4- ttn = ^1 4- ^2 H- • • • + ^n - 

f 

Cela pose, la fonction 

(t(m — a,) ... <t(w — a„) 

a les m^mes zeros et les m^mes poles que f[u), 
G'est d'ailleurs une fonction elliptique aux memes pe- 

p6riodes 2ioi, Siog. 
Car si Ton y change w en u 4- Swi, par exemple, elle se 

reproduit (32) multipli^e par 

i)"e^'ni(«-«l-»-«l) . e2Tji(w-a„-|-w,) g27)j[n(u+Wj)-(ai+.H-a„)] 

= 1. 



On aura done 

. — c g(u — «i) ... ^[u — an) 
(s{u — bi) . . . (t(m — bn) 

Pour determiner le facteur constant C, on donnera a u 
une valeur particuli^re pour laquelle on exprimera que les 
deux membres sont^gaux (ou ont m^me valeur principale, 
s'ils sont nuls ou infmis). 

Si quelques zeros ou quelques poles sont multiples, on 
fera dans cette formule aj == a2 = . . . ou fij = 63 = ... 

35, Expression par C et ses dirivies. — Ce precede exige 
que Ton connaisse les poles distincts a, b^ .., de f{u), 
leurs degr^s respectifs' de multiplicite a, p, ... et le deve- 
loppement de la partie infinie de f{u) autour de chacun 
d'eux 

A, . A, B. . Bi 



' / 777, ~r- • • • ~1 r » 



(u — a)* u — a (?i — b)^ u — b 

Nous allons montrer qu'on aura 
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f{u) = A.!;(M-a)-AiC(«-a)-*- • • • + /,, *^' '^.. i;('-')(u— a) 



+ BiX,[u—b)—^x;^u—by\- . . . 



1.2... (P—i) 



5CP-i)(|x_^) 



const. 



Car, si I'on accroit u de la periode 2wi par exemple, Cu 
s'accroit de 27)i ; ses derivees restent invariables ; le se- 
cond membre s'accroit done de 2Tr)i(Ai -+- Bi -+- . . .), quan- 
tite qui est nulle, puisque la somme Ai + Bj -+- . . . des 
residus est 6gale a z6ro (l*"* partie, chap. Ill, 9). 

Par consequent, ce second membre est une fonction 
elliptique. 

D'ailleurs, dansun parall61ogramme des p6riodes, C(m — a) 
n'a qu'un seul p61e, a-4-p6riode ; et aux environs de 
ce pule unique, les d^veloppements de C(m — a) et de 
ses derivees ^'{u — a), . . . , C^*-*)(w — a) ont pour 
partie infinie respectivement 



— 1 



u — a {u — ay 



• • • » 



(-•i)'-M.2... (g — i) 
{u — af 



II en resulte que le second membre a bien autour de 
chaque p61e meme partie infinie que f{u) . II ne diff^re 
done de f{u) que par une constante, qu'on determinera de 
telle sorte que la difference s'annule. 



36. Application, Integration des fonctions elliptiques , — 
Cette decomposition d'une fonction elliptique en une 
somme d'elements simples permet d'integrer cette fonc- 
tion. Car nous aurons, en integrant les deux membres de 
requation du numero precedent, 

ffudu = Aid log <i(w — a) — A2^{u — a) 



1.2 ...(a — 1) 



5(a-a)(w — a) 4- Bid log <j{u — 6)— • • • -hCw+C. 
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37. Expression par pa et jJu. — 1° Supposons que f[u) 
soit une fonction paire. Si elle admet un z6ro ai, elle ad- 
mettra un zero — a, (avec le m^me degr^ de multipli- 
cite a,). Soientdonc zhaj, ..., ±an ceux de ses z^ros 
distincts qui ne sont pas des j)^'f'^odes ; ai, ..., a„ leurs 
degr6s respeclifs de multiplicite ; de meme soient 

dt ^1, . . . , ±bn 
ses poles distincts qui ne sont jms des p6riodes ; Pi, ... , p^ 
leurs degres de multiplicity. On aura 

., ^ P {/)u — /)a,Yi(j)u — pa^Yi ... 
{/)u^j)b,yi{j)u — j)b,)h.,/ 

C designant une constante. En effet, les deux membres de 
cette Equation sont deux fonctions elliptiques qui ont leurs 
zeros communs et leurs p61es communs, sauf peut-6tre 
ceux des zeros et ceux des pdles qui sont des periodes. 
Mais si une periode est un zero, toutes les periodes en sont, 
et si une periode estun p61e, toutes en sont 6galement. Or 
le quotient de f{u) par le second membre est une fonction 
elliptique ; si cette fonction ne se r^duisait pas a une cons- 
tante C, elle admettrait les periodes ^ la fois pour z6ros 
et pour p61es, ce qui est impossible. 

2° Supposons que f{u) ne soit pas une fonction paire. 
On pent T^crire identiquement 

Or L-^ — -Li 1 est 6videmment une fonction paire ; 

de m^me \ , • (car f{u) — fi—u) est im- 

paire et jjlu impaire ^galement). On pent exprimer ces 
deux fonctions elliptiques paires rationnellement au moyen 
de pu. 

On en conclut que f{u) peut etre exprim^e rationnelle- 
ment en fonction de pu et jJu. 
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38. Theor]§:me. — Deux fonctions elliptiques aux memes 
periodes sont liees par une relation algehrique. 

Car si Ton exprime ces deux fonctions /*(ti), ^[u) au 
raoyen de y>w, p'u^ on obtient deux relations qui, jointes k 
celle qui existe entre j)u et jJu (2* partie, chap. I, 18), 
permettront d'eliminer ces deux dernieres quantites, et 
conduiront k une equation alg6brique entre f[u) et cp(w). 

II est facile d'6valuer le degre de cette equation par rap- 
port a /* et a <p. Soit m I'ordre de f, A chaque valeur par- 
ticuli^re /*„ de f correspondent, dans un parall^logramme 
des periodes, m valeurs (Je w, savoir Wq, wi, . . . , Um^ 
et par consequent, en g^neral^ m valeurs distinctes de cp, 
savoir <p(wo\ • • •» ?(^m). De meme si \l est Tordre de ^, 
k chaque valeur de «p correspondent fi valeurs de f (en 
general). L'equation sera done au plus (et ce sera le cas ge- 
neral) du degr6 m par rapport ^ <p et du degr6 fx par rap- 
port a /*. 

Ces degres peuvent d'ailleurs s'abaisser, par exemple 
quand /" et <p sont des fonctions paires de u. Car si a la 
valeur /*(, de /* correspond la valeur Ux de w, k cette m^me 
valeur /i correspond aussi la valeur — Wi -+- periode. 
Mais a ces deux valeurs de u ne r6pond qu'une seule va- 
leur de «p . L'equation sera done de degr6 — par rapport a <p 

u 

et, pour la m^me raison, de degr6 - par rapport k f. 

39. Relation entre une fonction elliptique et sa transfor- 
m4e. — Soit f{u, Wj, oy^) une fonction elliptique aux pe- 
riodes 2u),, 2w2. A ces periodes on en subs titue deux autres 
2a)'i, 2a)'j liees aux premieres par les relations 

2wi = a . ^oi' -h b . 2u)i, 
2103 = C.2w',-hrf.2a)i. 

Les sommets du premier reseau font 6videmment tous 
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partie du second reseau (la reciproque n'est pas vraie, ^ 
moins que la transformation ne soit du premier degr6). De 
la r^sulte que la fonction elliptique transformee f[u^ w'l, w',) 
admet les p^riodes Swj, 2w2. 

Par consequent, la fonction elliptique f(u) est Hie a sa 
transformee par une equation algebrique. 

Nous avons annonc^ (1" partie, chap. II, 7) et nous prou- 
verons bientot que la transformee de jow est une fonction 
rationnelle de /)w. C'est la une des sup^riorites de la fonc- 
tion J)U. 

40. Theoreme. — 7'oute fonction elliptique f[u) est liee a 
sa derivee par une equation algebrique. 

Car f{u) et f'{u) sont deux fonctions elliptiques aux 
m^mes p6riodes. 

Si Ui est un pole de degr^ ai de f{u), ce sera un p61e 
de degre a-f-l de f'{u). L'ordre fide f'{u) surpassera 
done I'ordre m de f{u) d'autant d'unites qu'il y a de p61es 
distincts de f{u) . Supposons qu'il y en ait k. 

L'equation entre f{u) et f\u) sera du degre m par rap- 
port a f'{u) et du degre m + k par rapport a f{u), 

Ce theoreme est d'une importance capitale. II montre 
que certaines equations du premier ordre de la forme 

ou ne figure pas explicitement la variable independante w, 

dz 
alg^briques par rapport a z et a -j- , et de degr6 m par 

rapport a cette d6riv6e, peuvent ^tre int^grees au moyen 
d'une fonction elliptique z = f{u) d'ordre m. 

Reconnaitre directement sur l'equation s'il en est ainsi 
et int^grer dans ce cas est un probleme qui a ete resolu 
compl^tement par Briot et Bouquet. 



CHAPITRE V 



ADDITION DBS ARGUMENTS POUR LA FUNCTION pu 
MULTIPLICATION DE L ARGUMENT 



41. Addition des arguments. — Notre but est de montrer 
que j){u -h v) s'exprime rationnellement en fonction de 

pUy pOy pUy jj V , 

1° Cherchons Texpression de j)u — y)w. Consid^r^e 

comme fonction de la variable w, cette difference admet, 

aux periodes pres, un seul pole (double) m = 0. Elle est 

done du second ordre ; par suite elle n'admet que dewc zeros 

distincts qui sont evidemment u = ±v. Elle sera done 

(34) de la forme 

^ <j(u-h v) (siu — v) 

Pour determiner la constante C, il suffit dldentifier les 

valeurs principales pour u infiniment petit, en se rappelant 

1 

que la raleur principale de fiu est — (17) et que celle de 

<jw est u (31). On trouve ainsi 







1 


( 


l^H 




c - 


1 

• 




u^ ' 


5»0' 


d' 


od 


Texpression 


cherch^e 












pu- 


-po 




ff(M-+- u)<T(a — 


-») 



2® Prenons la d6riv6e logarithmique des deux membres 
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par rapport a w, il viendra 



pa — pv 

Gette formule, quand on y echange u et v. devient 
(C etant impaire) 

— plv 

^ =Z{u-\- v) — C(ti — v) — 2Su. 



pu — pv 
Ajoutons celle-ci a la premiere et divisons par 2 : 

1 p'u — dv 

2 pu — po ^ ' 

Diff^rentions encore par rapport ^ u : 

1 d pu — pv 



p{u -\- u) — pu = 



2 du pu — pv 



Si, apres avoir effectu6 la differentiation du second mem- 

1 
bre, nous remplagons ji'u par sa valeur (19) ^p^u — -^^a. 

ixous obtenons p{u-\-v) en fonction rationnelle de 
y}M, /w, //m, pv^ comme nous Tavions annonc6. Mais la 
formule ainsi obtenue ne serait pas symetrique en u et v. 

3® Pour arriver a une formule symetrique nous dirigerons 
le calcul de la mani^re que voici. Effectuons 

d pu — pv _ pu{pu — pv) — pu[pu — pv) 

du pu — pv {pu — pv)^ 

1 
Si nous remplagons p''u par sa valeur 6p^u — -^ g^ et 

p^u par sa valeur Ap^u — Qfpu — ^3, le num^rateur du 
second membre devient 

(pu —pv)Up^u —-g^^— [Ap'u — Qipu ~ g,) -+- pvpu 

4 i i 

= 2/>^M -+- — g^pu -\-g:i— Qp^upv 4- Y 9^P^ -^pvpu . 

De la r^sulte 
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"1 du pu — pv 

/I 1 "^ 

^ 2p'upv-\-2pup'v^\^- g,pu -^j9^) 

[ —yj 9%P^ "^2^7 —p'vp'u 



'^[pu — pvY 

Si au nutneraleur du second membre on remplace 
ihP 4- ^3 par sa valeur — p'^+^p^, ce numerateur devient 

i i 

tp^upv^'-lpupH-^ -- [p'^u — 4y}')-4- ~ {p'-v —Ap^v) — jjlvplu 

1 

= ^p^u[pv — pu) -\-2p^v{pu — pv) H- ~ {p7i — p'vY 

= — %pu -h pv){pu -— pv)^ -f- —- (p'u — p'v)^ . 
Finalemenl on obtient 

p[u -\-v) = — pu — pv-{--r \ ^ ^— - • 

4 \pu—pv/ 

Telle est Timportanle formule de V addition des arguments 
pour la fonction pu. 

42. Multiplication de ^argument par 2. — Si dans celte 
formule nous faisons tendre v vers i/, nous aurons 



I d'^u 
p^u= — 2jow ^ 



1 {QJ^»-j9^)* 



4 p'^u 4 Ap^u — gtpu — ^3 

Une differentiation fournirait p'2u. 

Faisant ensuite dans la formule d'addition 

V = 2w, 3w, . . ., 
on obtiendrait des formules pour la multiplication de Tar- 
gument de pu par un entier quelconque. 

Nous y parviendrons, au chapitre suivant, dune maniere 
plus Elegante. 
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MULTIPLICATION DE L ARGUMENT DE jm {suite), 

DIVISION DE L ARGUMENT 



43. Reprenons la forinule (41) 



(5{U ■+■ V) <t(m V) 

j)u—pv = p^4 '- 

(j'W (TV 



et remplagons-y u par nu et v par u ; elle devieiil 

(j(nH- i)u <i(n — l)w 



pnu—jm=- 



expression qui, si Ton y pose 

<7nu 



[<jnu 't 



{<mf 



devient a son tour 

finu—j)u = ^j^— . 

C'est en exprimant les fonctions '\> au moyen de jom, j/u 
suivant la r^gle indiqu^e precedemment (2' partie, ch. IV, 
17) que nous obtiendrons la representation cherch^c de fiu. 

44. Etude de la fonction ^nU» — Pour prouver que ^nU est 
une fonction elliptique, cherchons Teffet sur cnu du chan- 
gement de wen w-t-2u)i et wH-Scog. Nous aurons par 
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exemple (39) 

9[nu + 2nwi) = (— i)«e8'ni[«.««-'-'-iU-^-8-»-«H »-»»-»» 

Gela pos^, on a 

r. V a(nu -h 2na)i) (— l)V^i«'(«'^-"i)jnu 
4/„fM 4- 2wi) = -^ -^ = ^^ 

( — ly* (jnu (jfiu 

^nu est done une fonction elliptique aux p^riodes 2oi)i, 2w2. 

Passons a la representation de ^nU au moyen de j)u. 

Comme au est une fonction enti^re, ^nU n'a d'autres 
pdles que les zeros de <m, qui sont tous des periodes. 

Ensuite, les zeros de ^nU sont ceux de ornu ; ils sont. 
done donnes par la formule 

nu = 2miioi 4- 2m2i02, 
d'oii 

2mia)i + 2m2W2 



u = 



n 



Ces zeros sont simples. Cherchons eeux d'entre eux qui n^ 
sont pas des periodes et qui sont distinets. On les trouvera 
tous en attribuant a mj, m2 les valeurs 0, 1, ..., n — I 
(sauf la combinaison wii = wig = 0). Cela fait en tout 
n^ — 1 z^ros. 

Mais ces n* — 1 zeros ne sont pas encore tous distinets. 
Ici deux eas sont a distinguer. 

JO . • A u A 2miu>i + 2wi2(i)2 

V n est impair. — A cnaque zero en cor- 

n 

respond un autre 

2(n — mOoji -i-2(n — m2)(i»2 

n 
qui n'en est pas distinct, puisque la somme de ces deux 
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z6ros est 2a), -h 2a)2. II n'y a done que — - — zeros dis- 

tincts. Quant aux p61es, nous Tavons dit, tons sont des 
periodes. Aucun denominateur ne figurera done dans la 
representation de la fonetion paire <j^„w au moyen de />(w), 
et Ton aura, en appliquant la formule du n° 37, 

l-rf /2m,a)i-h2m2a)2\-l 
^nu = nJl^jm-fii^ )j = P„ 

n^ i 

Pi etant un polynome de degr6 — - — en y)w. Le fae- 

teur eonstant est bien egal a n ; car les valeurs principales 
des deux membres pour u infiniment petit sont toutes 

deux egales a 



ti"*-^ 



2® n est pair, — On doit mettre a part les trois syst^mes 
de valeurs 



( 



Wi = —, 1^2 = 1, (mi=0, ma^YJ, (m,= -, '*^^=^-^ 



pour lesquelles les zeros de ^'nW sont w,, (02, wj + wa. 
Mais ces trois z6ros sont pr6cisement des z6ros de jJu, II 
reste n^ — 4 zeros, qui peuvent ^tre rapproehes deux h, deux 



n^ 



eomme pr6e6demment et dont — - — seulement sont 

distincts. La fonetion elliptique paire ~- pourra s'expri- 
mer rationnellement au moyen de j)u\ et Ton aura 

n ynrf /2miti)i -f- 2m2a)2\ 1 ^ , 

^nu = - -2 ^"11[^^ —fi \ J J = P2/M ; 

nn^ — 4 
portant sur — - — faeteurs, et Pa d^signant 

un polynome de degre — - — en fiu. 

At 

45. Multiplication de V argument de pu par n. — Tout ceci 

6tant acquis, la formule ei-dessus (43) 

j)nu — fiu = ^^ 

Tn 
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resout le problome de la multiplication de Targuinent de j)u 
par w, cest-^-diro permet de former Texpression de /)/?« 
en fonction rationnelle de pu : 

i* n etant jtair^ et par consequent n -4- 1 et n — i 
impairs, on a 

Pj, Qi, Rj 6tant des polyn6mes en pu. On voit done que 

pnu = pu-p^u -pj- = pu - f4y)8 - g.p - g^) -^ 

s'exprime rationnellement en fonction de pu. 

ii" n etant imj>aiV, et par consequent n-f-1 et n — 1 
pairs, on a 

Q2R2 Q2R2 

yjnW r r ^U — — _ =: pu — 



pnu est touj ours une fonction rationnelle de pu. 

46. Calcul des jwlyndmes Pj, P2. — 11 est facile de calcu- 
ler en fonction des deux invariants ^2> ^3 les coefficients 
des deux polyn6mes P,, P2 dont le premier 

??-— 1 
de degre — - — en pu 



cr nu 
repr6sente ^nU = — — - quand n est pair, et le second 

de degr6 — - — repr^sente •—- = -- quand 

2 / p'u pu(^^u)^^ 

n est impair : 

2 2 

n -1 n _i ^ 

Pj = ay) 2 _|_ aj^ 2 



( 



2 2 

-1 1 (T nw 



P2 = M ' + ?i/> 



A (aw)"' 

On obtient a, a^, . . .^ p, p,, ... par la methode des 
coefficients ind6termin6s, en remplagant dans les deux 
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equations prec^dentes pu^ p'u, <tw, jnw par leurs d^velop- 
pements 

1 2 

On trouve, en idenlifiant les puissances semblables de i/, 

n 
ct = n, a, =0, ... p = — — , 3, =0, ... 

47. Division de Vargiiment de pu. — Supposons pnu 
donn^, et proposons-nous de calculer pu. Nous aurons a 
resoudre par rapport a cette derniere quantite Tequation 

b nil — bu = =^=- — , 

dont le second membre est une fonction rationnelle de pu 
que nous venons d'apprendre a former. 

II serait facile d'evaluer le degre de cette Equation par rap- 
port a rinconnue pu, en comptant les degres des polynomes 
Pi^ Qi, Ri, Ps? Qa, Ra du n° 45. Mais nous pouvons le faire 
a priori de la maniere suivante. 

A la valeur donn6e de priu correspondent une infinite 
de valeurs de u fournies par la formule 

2miro, -I- 2moOJ2 

=i= u^ H =— 

n 

et par suile les valeurs de pu comprises dans I'expression 

^mitoj -f- 2wi2a)2 



P 



(,"» + n ) 



oil les entiers wtj, i)u_ peuvent etre supposes positifset plus 

petits que n, et ou «o est pris seulement avec le signe -h. 

Car si m^ et m^ ne remplissent pas ces conditions, en 

ajoutant a Targument de p une p^riode convenable, on 

ramenera cet argument a un autre de m6me forme 

2m>i-h2mit02 , , , -x-p 

n^-K 1 ou les enliers m^, m^ seront positifs 

7} 
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et inf^rieurs a « ; et si u^ est pris avec le signe — , I'argu- 

ment — WnH peut etre, sans que la va- 

n 

leur de p soit alt6r6e, remplac6 par Wq ^— ^ ^ ^ 

n 

oil Wq est affects du signs +. 

Le nombre des valeurs distinctes de pu est done celui 
des syst^mes des entiers m,, wij qui prennent la suite des 
valeurs 0, i, 2, . . . , n. Ce nombre est n^ Tel est effective- 
ment le degr6 de I'equation qui donne pfa en fonction 
de pnu. 
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DIVISION DBS P£RI0DES DE j)u 



48. Le probleme consiste k ^valuer />[w, ~» waj on 

fonction de y?(w,wi, tM^, Nous allons montrer que la pre- 
miere de ces deux fonctions, que nous appellerons pour 
abr6ger pu, s'exprime rationnellement au moyen de la se- 
conde, comme nous Tavons annonce dans la premiere par- 
lie (ch. II, 7) . 

Quand n est un nombre compost, la question pent etre 
simplifi^e. Supposons que n soit le produit de deux autres 

entiers, 

n = n' X >?'• 

Nous pouvons d'abord ^valuer 



wi 



en fonction de jo(w, — 4? w,!, puis /)lu, —^i woi en 

fonction de jo(w, w,, wg). 

Comme tout nombre pair est le produit d'une puissance 
de 2 par un nombre impair, nous sommes ramen^s k 6tu- 
dier ces deux cas : 1" division d'une p6riode par 2 ; 2® di- 
vision d'une p6riode par un nombre impair. 

49. Division d'une periode par 2. — Nous allons exprimei' 



74 LA FONCTION pu 

j)u — p lu, -^ , wg I au moyen de la fonction ^{u, wj, wj) 

ot de ses d^riv^es (2° partie, ch. IV, 35). 

La fonction pu admet les p6riodes Swi, 2w2. Elle admet 
deux poles doubles dislincts el wj. Aux environs de ces 

poles, les parties infinies de son d^veloppement sont res- 

1 i 

pectivement — - ^ , -. On aura done (35) 

u^ (u — w,)"-^ 

pu = — Cw — ^'{u — w,) -}- C = />w -H jo(w — toi) -+- C. 

Pour determiner la constante C, observons qu'aux envi- 
rons de w = 0, le developpement de />m, comme celui 
de yjM, est priv6 de terme constant ; done 

= p{— ^i) + C, 

C ==: — />(— a>i) = — jO(wi) = —Si. 

D'ailleurs, d'apres la formule d'addition (2« partie, 

ch. V, 41) 

p(U — is,,) = ^pU—p(-i^,)-^-y ^ ^ 

4 ypv — pi— toj J 

ou bien, si Ton observe que 

/)(— wi) -^ pM -•=z ex, 

p'{— 03i) =. p'{— CO, 4- ^2io,) := y/toU) = 0, 

^.t qu'on remplace p'-u par sa valeur 

A{pu — CiXpu — e^){pH — eg), 
11 vient 

p[u — Wj) =: — pu — ^1 -h — '— . 

^ pu — ei 

Nous avons k calculer p{u — w,)-|-C , c'est-a-dire 
p[u — wi) — ex. En efl'ectuant le calcul, on trouve 

, , —(ei-hei-h e-^pu H- ^ef -+- ete^ 

p[u — toi —ex = 

^ pu — ex 

Finalement, si Ton tient compte de la relation 
<Voi\ resulte I'identite 
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on trouve 

(^2 — ^1X^3 — ^1) 



pu = JJU -+ 



pn — ^1 



riO. Division d'une periode par un iiombre impair, — Soit 

n — 27H + 1. Nous voulons exprimer jom =jo| m, — , co,) 

en fonction de p{u^ wi, wj). Nous nous servirons toujours 
de la representation d'une fonction elliptique par ^{u, (Oj, w^) 
et ses derivees par rapport a u. 

La fonction pu admet les periodes 2wi, 2w2 et les poles 

I distincts 0, d= ^— ? ..-^db^^ — -- Ces poles sont dou- 

I n n 

' bles, sans residu ; le d6veloppement de la partie infi- 

i — ^k'o^ 

nie de m autour de Tun d'eux se r6duit a 

71 

Nous aurons done (33) 



\ n ' 



-m 



},„=_c«_2 c(..+^) + c, 



k.=:—m 



fem-f >" 



2/1 0), 



pu 4- ^ /j( ^* -I- -— ^ ) -^ C, 



/i:=:— »i 



(en excluant la valeur A; = 0). Pour determiner la con- 
stante C, nous faisons tendre u vers zero et nous remar- 

quons que les d^veloppements de pu et de pu ont Tun et 

1 

I'autre pour partie principale — sans terme constant, ce 

qui donne 

—HI — 711 
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D'autre part, nous avons, en appliquant la formule d'ad- 
dition : 



p\u-\ ) = — pu — p h 



n I n 4 \ 2A:(i), 

pu—p 

n 

Substituons dans Texpression de pu ; effectuons le carre 

de pu — p et remarquons que les doubles produits 

donnent des termes impairs qui doivent se detruire puis- 
que pu est une fonction paire ; nous obtenons 

pu = pu-h 2j —jy^ — ^fi 




n 4 / 2A;a)A* 

En reinpla^ant p'^u par sa valeur Jkp^u — g^pu — ^3, 
on volt que pu s'exprime bien rationnellement en fonction 
de pu. 

En r^solvant le probleme de la division des periodes de 
la fonction jom, nous nous trouvons, comme nous Tavons 
expliqu6 (i'® partie, ch. II, 7), avoir r^solu completement 
le probleme de la transformation de pa. 



TROISIEME partie 



LES FONCTIONS snu, cnw, dnw. 



CHAPITRE 1 



LES FONCTIONS a^.w, <7^^u, a^^^u 



Avant que Weierstrass eilt fait prevaloir Tusage de la 
fonction jm, Abel et Jacob! avaient introduit dans la 
science trois fonclions elliptiques tres simples que plus 
tard on appela snw, cnw, dnu et dont il importe de ne pas 
abandonner T^tude parce que, malgre les incontestables 
avantages de la fonction j)u, elles se pr6sentent dans 
mainte application d'une maniere plus naturelle que cette 
demiere. Seulement, au lieu de construire a priori ces an- 
ciennes fonctions elliptiques, nous les ferons deriver de j)u. 
Nous les rattacherons tres simplement a celles-ci par Tinter- 
mediaire de trois nouvelles fonctions elliptiques ctoiW, <ro2?^ 

51. La fonction o^^u. — L'introduction de cette fonction 
(T^jM repose sur la remarquable propri6t6 du radical 
sfjm — ei d'etre une fonction uni forme de u. 

Reprenons en effet la formule (2« partie, ch. V, 41) 

a(u-f- v) <y(u — v) 

pU — J)V =z ^ 1 , 

et faisons-y v = wj. Comme yjcoj = ei par definition, 
il viendra 

jm^ei = -^ ■' . 
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En raisonnant comme 2« partie, ch. Ill, 32, on voit que 

(t(u — wi) = (j(?/ -h w, — 2(0|) = — e-«'niCw+*-i— i)(t(m -f- (Oj) ; 

done 

v/ /)w — Ci = e-^i" -^^ ^^ . 



Ainsi i^joi/ — ei est une fonction uniforme do w. Ce 
radical a deux determinations. Celle que fournit T^qua- 
tion precedente est celle qui, pour u infiniment petit, a 

pour valeur principale n ^ puisque la valeurprin- 

cipale de au est -+- u. 

L'inverse de \/j)u — ei est une fonction uniforme que 
nous d6signons par <ro,i/. Ainsi 



Nous allons 6tudier cette fonction ffgiu, importante parce 
que la fonction sum en est, comme nous le verrons, un cas 
particulier. 

52. Propriites de a^^u, — Nous aliens montrer que (s^^u 
est une fonction elliptique, 

!•* ffoiM est une fonction impair e. — Car si Ton change ii 
en — M, pa — e^ garde sa valeur. On aura done 

zb \Jj)u — e, 

Seulement, comme la valeur principale du second mem- 
1 
bre est h — quand on prend le radical avec le signe H-, 
u 

c'est le signe — qu'il faut prendre, afin que cette valeur 

i 
principale soit [inverse de celle de <rot( — ^)]- ^® ^^ 

r6sulte 

^'oiC— ") = — ^oiW.. 
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2® a^,M admei pour periods A'o^. — En effet, changeons 
II en w + 2w2 ; j)u — <?, conserve sa valeur. On ne pent 
done avoir que 

Pour decider du signe qu'il faut prendre, donnons a u la 
valeur particuliere — wg, nous aurons 



7, 



1^2 = =t ^oi(— ^a)- 



Mais, (Jqiw 6tant une fonction impaire, c'est le signe — 
qui convient. Done 

Augmentons encore Targumenl de 2(0, ; il viendra 

Done 4tx)2 est une periode de a^jW. 

On prouverait de meme que 4^3 en est une aussi. 

3° (Jqi^ admet la periode 2uii. — Le raisonnement qui 

precede est inapplicable dans ce cas. Car Texpression 

1 

d^jjoij = -^== n'a plus de sens quand on y remplace u 
^j pu — e, 

par — wi, puisque jo( — w,) == />w, = e^. Nous recour- 
rons a Texpression ci-dessus de <io,w par la fonction <t. En 
remplagant dans cette expression xi par ti-i-2a),, nous 
avons 

^{u -h 2wi ) Ja>4 



(i(m H- (Oi H- 2(o,j 

Mais (2« partie, ch. Ill, 32) 

<t(w -i- 2(oi) = — g'»'ni(«-+-«i)(iw, 

(t(w -h (Oi H- 2(0j) = — ^a-niCu-H-i-f^i) j(i/ 4- ail) ; 



done 






Ainsi 2'0i est une p6riode de cioi^- 
• Cette fonction 6tant uniforme, doublement p^riodique, 
et n'ayant 6videmment, d'apres sa composition, d'autres 

6 
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singularit^s que des poles, est une fonction elliptique, 
c.q.f.d. 

53. P dies pA zeros de (s^^u. — Les poles de tqiW sont les 

racines de 

fiu — ^1 = pu — jowi = 0. 

lis sont done donn6s par la formule 

U = lOj -f- 2mia)i -h 2^2(02. 

Ces pdles sont simples. 

Les z6ros de rs^iu sont les poles de jom, etcomme ces 
poles sont doubles, ces z6ros sont simples a cause du radi- 
cal qui porte sur pu — e^. Tons ces zeros sont compris 

dans la formule 

u = SwiiWi + 2m2t02. 

54. Equation algebrique entre (Jq^u et sa derivee. — Pour 

obtenir cette Equation, il suffil de remplacer pu par sa 

1 

valeur ei h dans la relation 

p'^u =z \[pu — ex){pu — e2)[pu — 63). 
On a 

dliU ^ ai^u 

La substitution donne 

Posons pour simplifier 

gg — e, = M^ , e* — ei = M*A'^ . 

L'equation entre otqiW et sa derivee deviendra, apres sup- 

4 
pression du facteur -z — 1 

difw = (1 — M«(i§iw)(l — M^Ai^aJtw). 

55. Les fonctions ts^^u^ ctojm. — Les fonctions elliptiques 
002M1 <yo3W sont definies par des formules analogues a celles 
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qui servent de definition k UqiW : 

1 



<J02" = 



(JogW = 



1 



= e^i"" 



= e'ns" 



GU G(x)2 

(j{u H- 102) 



)/j)u — 63 (t(w -4- 11J3) 

Insistons un peu sur la derniere expression, car nous 
n'avons encore rien dit de la quantity 7)g qui y figure. 

Nous avons introduit les deux quantit6s t)i = Cwi, 
7j2 = ?o>2 en etudiant la fonction Cw construite avec les 
periodes 2a)i, 2w2 (2® partie, ch. Ill, 29). On obtient la meme 
fonction ^u en parlant des deux periodes 2(ui, 2W3, qui 
conservent les sommets du reseau construil sur 2a)i, 2(02. 
Cette fonction C(w, ^i, W3) introduit a son tour la quantite 

Nous avons vu que si, prenant la direction 2a)i pour 
faire le tour du parall61ogramme construit sur 2ioi, 210,, 
on se trouve marcher dans le sens direct, on a entre Wi, 
wg, 7)1, TQa la relation (2° partie, ch. Ill, 29) 

Or, r^galite 04 -+- wj 4- 103 = se traduit geom6trique- 

ment par ce fait que la pe- 
riode 20)3 est egale et direc- 
tement oppos^e a la diago- 
nale du parallelogramme con- 
struit sur 2a>i, 2^2- 

II s'ensuit que les deux 
parallelogranames construits 
respectivement sur 2t02, 2co3 et 2^)3, 2toi seront contourn6s 
dans le sens direct, si Ton part du point de concours 0' des 
trois periodes, pour le premier dans la direction 2a)2, 
pour le second dans la direction 20)3. Nous n'avons done, 
dans la relation ci-dessus, qu'k faire sur les indices une per- 
mutation circulaire, pour obtenir les deux relations corre- 
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latives 

il est facile de voir que ces trois relations, jointes a 
w, H- 0)2 -H Wg = 0, entralnent T^galit^ 

56. Tableau des proprietes des trois fonctions ^oiw, 
a^sM, <io3^* — A. chacune des trois racines e,, ej, ea corres- 
pond une fonction elliptique 

1 i 1 



Oil bien encore 

QU ffOij dW (JO), <SU <I««>3 



to, 



Souvenons-nous des trois relations 

-f-Wj+Wg = 0, 61+^2-4- eg = 0, T^H-T,.2-i-'i3= 0. 



Voici le tableau des p6riodes, des poles et des zeros de 
ces trois fonclions 

Fouclion P^riodes Pdles Z^ros 



^02^ 2^27 -iwg, 4wi a)2-l-2miWi+2mju>2 



(j^oU 2a)3, 4a)i, 4u)2 a)3-h2mi(o,-i-2m2t»)2 



w 



» 



Rappelons-nous aussi que Swg et Swg sont des demi-pe- 
riodes pour ^^^^u, c'est-a-dire que <roi(^-H2w2) par exem- 
ple est egal a — jqiW. De m^me Swg et Sw, pour (Tos**? ^^ 
2w,, 2w2 pour (J03W. 
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LA FONCTION sn v 



57. Definition de snw. — La fonction snw estuncas parti- 
culier de (Jqi^i celui ou le multiplicateur M est 6gal a 1. 

Ainsi snw est une fonction elliptique, et elle est comple- 
tement determinee quand on donne le carre de son module k. 

Nous avons vu en effet que la fonction j)u est parfaitement 
determinee par les trois quantites ^i, «2, ^3 (2" partie, 
chap. II). Reportons-nous aux formules du n° 54 ; si Ton y 
fait M = 1, elles deviennent 

^3 — ^1 = i, ^2 — ^1 = ^*; 

jointes a ei-+- e^-he^ = 0, elles donnent 

i H- A:^ 2^2—1 2 — k^ 

et en partant de ces trois quantites qui ne dependent que 
de k^, nous pouvons construire une fonction fiu et une 
seule. A cette fonction j)u correspond une seule fonction 
(jo,w qui est precis^ment snu : 

1 



sni/ = 



v 



1 -hk^ 
pu-h — - — 



58. Equation algdbrique entre sna et sa d^riv^e, — Si dans 
r^quation qui lie a„,M a sa derivee (54), nous faisons 
M = I , nous obtenons la relation algebrique en sn u et 
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sn'w 

sn'u =(1— sn-M)(i— A^sn^M). 

La forme de cette equation differentielle k laquelle satis- 
fait snu confirme le fait que sum ne depend que de A:*. 

Cette equation differentielle pourrait, avec la condition 
complementaire snO = 0, servir do definition a snw. 

59. Piriodes de snw. — Appelons 2Qi, 2^2 les periodes 
d'une fonction j)u telle que e^ — e^ — 1. 

D'apres ce que nous avons dit des periodes de ctqi^ (^2;, 
celles de sn u seront 2Q, et 4Q2 (et aussi 4Q3) et Ton aura 

sn {u -h 2^2 ; = — sn M. 

Ces p6riodes, nous le savons d'avance, ne doivent de- 
pendre que de /v*. Elles peuvent s'exprimer en fonction de 
k^ par des integrales definies. Voici comment. 

Nous avons trouve (2'' partie, ch. II, 24) pour expressions 
des moiti^s des periodes de pu en fonction de ^i, e^, e^ 

r^s dz _ r'^i dz __ /**2 dz 

oil 

Z = 4(z — e,)(z — ei){z — 63). 

Or z repr^sente ici jju (loc. cit.). Si nous introduisons 

une variable x representant snw, elle sera liee a z par la 

relation 

1 



X = 



V^^^' 



3 

1 

d'ou z = ei-\ — -' En remplacant z par cette derniere 

x' 

2 
valour et dz par dx, on trouve 

dz t/x- 



v/4(j3 — e,;(z — e2)(z — ej) iv^d— ^''jll — A'^ar^^) 
Aux valours Ci, ^i, (?3 de z repondent respectivement les 
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1 

valeurs oo, liz -;- ^ dz 1 de a*, comme cela resulte des 

k 

expressions ci-dessus (56) de ^i, ^2, ^a en fonction de A:. 

Les formules qui donnent wj, to,, 0)3 deviennent alors, si 
Ton prend pour limites des int^grales les quantites 



1 

-h -7-» -hi 

k 



par exemple, 



r^ dx r^ dx r^ dx 

Q4 = 



/'* ax __ r c 



*/x 



«u 



X = (i— x»)(l — A:2a?2). 

Telles sont les formules qui permettent de calculer les 
periodes de sum en fonction du module k. 

La determination du radical v^X est arbitraire, mais la 
meme dans les trois formules. Ceci prouve que la fonction 
sn w, que nous savons 6tre completement determinee quand 
k^ est donne, ne change pas quand on change simultanement 
les signes des periodes. Ceci n'est du reste qu'un cas parti- 
culier d'une proposition que nous d^montrerons tout a 
riieure (60). 

60. Cas oil le module est reel, — Ce cas est particulie- 
rement interessant. II y a alors une p^riode reelle et une 
p^riode purement imaginaire ; ces deux p6riodes sont per- 
pendiculaires Tune sur Tautre, et le reseaudes p6riodesest 
rectangulaire. 

Nous pouvons supposer k positif, puisqu'on ne donne 

que k^, Admettons pour fixer les id^es que k est plus grand 

1 
que i ; le point - est situe entre I'origine et le point 1. 

On integre le long de Taxe des quantites r^elles. Le radical 

1 
v/X est imaginaire entre ^ = r ^^ a; = 1, r6el de 

a == 1 a a? = -h 00. Par suite Q2 est r6el et Qj purement 
imaginaire, comme nous Tavions annonce. 
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Mais pour calculer Qi et Q2 il feut savoir quelle determina- 
tion du radical \/X on doit prendre. Entre les limites i et 
00 , prenons parexemple la determination positive. Entre 1 



et 7 le radical a deux determinations zh i\/{i — x^){k'-'x^ — !)• 
k 

Laquelle choisir ? 
Pour le decider, marquons sur Taxe des quantites r6elles 

deux points A et B equi- 
if^:z:::x distants du point 1, le se- 

O B A cond situ6 entre 1 et — • 

Decrivons sur AB comme diametre un demi-cercle dans la 
partie sup^rieure du plan de la variable x et supposons que 
le point X parti de A arrive en B apres avoir decrit ce demi- 
cercle. 
Pendant ce demi-tour, le radical 

v^"X = >J[\ — x')[\. — k^x^) = /F=^ y/[x-i-i){k^x^ — i) 

doit prendre une succession de valeurs continues. Si les 
deux points A et B sont infiniment rapproch6s, ces valeurs 
seront infiniment peu differentes. Par consequent le facteur 

/(a?-hl)(A:='a?* — 1), reel et positif en A, est reste reel et 
positif en B. II suffit done de savoir ce quest devenu le 
facteur y/x — 1. 

Or, si p d^signe le rayon du demi-cercle, nous pouvons 

poser 

X — 1 = p(cos o -hi sin cpj, 

Tangle polaire © etant nul en A et egal a tt au point B ; 
par consequent 

^x—i = ?Mcos-^-hi sm-|. 



Pour = 0, /a? — i est egal a p*, et, pour = it, a 



1 



ip ^ . C'est done la determination 

iV(1 — a?2j(/vV2— -1) 



r 
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1 

qu'il faut prendre dans Tintegration de y a i qui four- 
nit Q|. 

61. Theoremk. — La fonction ^nu est d4terminde quand on 
donne le rapport de ses periodes. 

Q2 
Donnons-nous en eff'et le rapport — = t. 

Nous Savons que toute fonction sum derive d'une fonction 
pa assujettie a la condition e^ — Cj = i. D'ailleurs les 
p6riodes de snw 6tant 2Q,, 4Q2, celles de cette fonction pu 
sont 2Qi, 2Q,. On doit done avoir, en se rappelant la defini- 
tion des quantites Ci, ^^j, 

J0Q3 — y>Qi = 1, — = T. 

Or pu est une fonction homogene de degr6 — 2 de 
Targument u et des deux periodes Qi, Qj (2° partie, ch. 1, 

16). Si done on changeait Qu ^ en fxQi, {xQa (cequidonno 
toutes les solutions de Tequation — = t|, on aurait 

y)(fjiQ3) — /)(jiQi) = — . 

II n'y a que les valeurs fx = zh 1 qui satisfassent a 
la condition ^3 — ^4 = 1. Done une seule fonction pu 
pent r^pondre k la question et par suite une seule fonction 
snu. 

62. Pdlea et z^ros de sn w. — La fonction sn u 6tant un cas 
particulier de "TqiW, les p61es de snw sont (53) les points 

Ces poles sont simples. II n'y en a que deux dans chaque 
paralieiogramme des periodes. Qi et Qi -+- 2125 sont deux 
poles distincts. 
II suit de la que sn a est une fonction elliptique d'ordre 2. 
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Les zeros de sn u sont simples. Ce sont les points 

11 y en a deux dans chaque parallelogramme des periodes ; 
et 2Q2 sont deux z^ros distincts. 
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LES FONCTIONS cnu, dnu. 



63. Definitions de cnu et de dnu. — Quand onprendpour 
base de la th^orie des fonctions elliptiques la fonction sn u, 
on est oblige, pour la simplicite et la sym^trie des formulas, 
de lui adjoindre deux autres fonctions elliptiques, cnw et 
dnw, que nous allons definir : e'est ainsi qu'en trigonome- 
trie on est conduit par la m^me raison a associer au sinus 
une autre ligne trigonometrique, le cosinus. Cette obligation 
de faire marcher de front Tetude des trois fonctions sn, en, 
dn constitue un desavantage des anciennes fonctions ellip- 
tiques, quand on les compare h j)u. 

Nous d^fmirons en w, dn u par les relations 



cnu= sji — sn^w, 
dnw = v^l — kHn^u, 

completees par les conditions 

cnO = -1-1, 
dnO = -1-1. 

Nous allons montrer que sn u et dn m sonl des fonctions 

uniformes de u. En effet, puisque sni* = : -, pu 

)Jpu — ei 

6tant assujettie a la condition e^ — ei ==■ 1, nous aurons 



V . nil — e. 



si pu — ^1 — 1 yj pu — 

cn ■ ■ — 



pu — <?, ^pu ^1 sipu — Cx 
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s/jow — ^1 — k^ )lpu — Ci 



dn 



▼ pu — ei 



et par suite 



cni/ = 






dn w = -^^^ • 

Coiiime <ioi, <Jo2, <Jo3 sont des fonctions uniformes de u, la 
proposition se trouve etiiblio. 

Les deux dernieres forniules, jointes a snw = <ro,w, 
montrent que snw est une fonction impaire et que cnw, dn n 
sont des fonctions paires, puisque ^op Tqj, Cq, sont impaires 
(3' partie, ch. I, 52). 

N'oublions pas que les fonctions a^i, <j„27 '^os Q^^ figurent 
ici ne sont pas les plus g^nerales, a cause de la condition 

64. Periodes de Anu ct de cnii, — Reportons-nous au ta- 
bleau des periodes et demi-p6riodes des trois fonctions 

^01 » ^02i <J03 (55). 

1° La fonction en m a pour periodes 2^2, ^^i, -4^3- En ellet 

cn(w-f-2Q2)= -^^7 ^ = — = -^i- = cnw. 

D'autre part 



(Toi(w-h2Qi) JqiU _ 



cn(w + 2Qi) = ^ii^ — ^-r-^ = — -^— = —cnw. 

Ainsi 2i2i est une demi-p6riode de cnu\ on montrerait 
qu'il en est de meme de 2Q3. Done en m a pour periodes 
-4121, 4Q3. 

2** La fonction dnw a pour periodes 2Q3, 4Q2 et 4Qi. De- 
monstration analogue ; 2Q2 el 2Qi sont des demi-p6riodes. 

65. Pdles et zeros de cnu et de dnu. — Les poles de cnw et 
dnii sont les memes que ceux de sn u. 
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En effet, si Ton se reporte au tableau du n" 56, on cons- 
tate que les pdles de <Jq^u et <jq^u sont diil'^rents des poles 

(ie (JojW. Done les deux fonctions cnw = --— i dnw = -^^ 

admettront tons les poles de vq^u c'est-a-dire de snu^ 
s avoir 

Ces poles sont simples. 

Elles n'en admettront pas d'autres. Car elles ne pour- 
raient plus avoir comme poles, Tune que les zeros de doaw, 
Tautre que ceux de <JqiU. Ces zeros, communs aux trois fonc- 
tions (Tqi, <jo2, <yo3i s^^^ ^^s points '2,m^Q^-\~2nl2Q2, Or 2Q,, 
2^2 etant des p6riodes ou des demi-p6riodes de cnw, dnw, 

on a 

en (2miQi -h SmaQa) = liz en = ±: 1 , 

dn (2miQi -h ^nhQ^) = d= dn == =1= 1. 

Quant aux z^rosde cnu et de dn w, ils ne peuvent etre les 
zeros de otqiM, puisque ceux-ci donnent a en i/, dn u les va- 
lours ± 1. 

Ce seront done : pour en u les poles de (Jq.^u (qui en ellet 
sont distincts de ceux de <7yiM), et pour dnw les p61es de 

Par suite, les zeros de cnu sont les points 

u = Q2-+- 2miQi -h ^7)12^2- 
Les z6ros de dn u sont 

M == Q2 H- 27WiQi 4- 2m2Q2. 

Tons ces zeros sont simples. 

De ce qui precede, on conclut aisement que en w et dn u 
n'ont chacune que deux poles distincts, ce sont done des 
fonctions elliptiques du second ordre. Remarquons bien 
que sn u, en u, dn u n'ont pas le m^me parallelogramme 
des periodes. 

66. Tableau des p^riodes^ demi-p^riodes, pdles et zeros de 
snw, cnw, dnu. — Rappelons que nous appelons denii-pe- 
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riode d'une fonction elliptique toute quantite qui, ajoutee a 

Targument, ne fait que changer le signe de la fonction. 

FonciioD Demi- P^riodes P61e8 Zeros 

periodes 

sn u 2Q2, 2Q3 2Q, , 4Q2, 4Q3 Qi-t-2miQi-4-2w2Q2 ^miQi-^^mA 

cnw 2Q3,2Q, 2Qi,4Q3,4Q, » Q3-|-2m|Qi4-2mjll3 

dnw 2Qi,2Qi 2Q3,4Qi,4Q2 » Q2-+-2m,Qi-h2m2l^ 



CHAPITRE IV 

D£RIV£ES DE snu, cnu, dnu, — DfiVELOPPEHENTS 
EN S£RIE. — D£G£N£RESCENCES. 



67 . Derivees desnu^ en w, dn w. — Reportons-nous a T^qua- 
tion qui lie sn u et sa derivee sn'u (58) et a celles qui defi- 
nissent en w et dn w (63). Nous en eonelurons immediatement 

(sn'w)2 = (1 — SD}u){i — k^^n^u), 

sn'w = -i-cnw dnw. 

Nous devons affeeter le seeond membre du signe h- et 
non du signe — ; car, pour m = 0, le produit enw dnw 

se r6duit a -h1. D'autre part, snu 6tant par definition 

, , 1 

6gal k -== 1 nous aurons 
\lpu — e, 

1 du 1 u^ 

sn w = — — 



2 [f^;r=7,Y 2 



(^■^•••) 



1 

car le radieal \lj)u — ex a la valeur prineipale H pour 

u infiniment petit (3* partie, eh. I, 51). 

La valeur de sn'w pour w = est done 4- 1. 

Pour avoir la derivee de cnw, il suffit maintenant de 

diff^rentier 

cnM = ^i — sn^M, 
ce qui donne 



cn'w = 



— snMsn'w — snwenwdnw 



v^i — sn^M cnw 
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ou cn'w = — snie dnu. 

Enfin la derivee de dn u s'obtient en differentiant 

dnw = \^1 — A:*sn*w; 

done 

, , — k^snusn'u —k^snucnudnu 
dn'u = , ^ - — : = 

v/1 — k^ sn* u dnu 

ou dn'w = — k^snu cnu. 

Le syst^me des trois equations diflferentielles 

sn'w = cnw dnu, cn'w = — snu dnw, dn'u = — k^snu cnw, 

avec les donnees initiales 

snO = 0, cnO = 1, dnO = 1, 

pourrait servir a definir a priori les trois fonctions snw, 
cnw, dnw. 
On voit sans peine qu'il est Equivalent au systeme 

{sn'uy = (i — sn^u){i — k^sn^u), 
cnu = i/i — sn'w, dnie = \/i — Ai^sn^w. 

68. Developpements de snw, cnte, dnw en serie de Maclau- 
rin. — Les trois formules precedentes qui donnent sn'w, 
cn'w, dn'w enfonction de snw, cnw, dnu peuvent etrediffe- 
rentiees indefiniment, et donnent de proche en proche les 
valeurs des derivees d'ordre quelconque enfonction de snu, 
en I/, dnw. SiTonfaitalors w = 0, et par suite snu = 0, 
enw = 1, dnw = 1, on aura les eoefflcients des develop- 
pements des trois fonctions suivant les puissances de m. 
On trouve ainsi 

6 



snu = u — w^ -h . . . , 



cnu = 1 — ^ w + • • ' 

k^ 

dnu = 1 — — n^ -^ ... 

9 
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L'aspect de ces d^veloppements confirme le fait que snw 
est une fonction impaire, et que cnu et dnu sont des 
fonctions paires (63). 



c 



69. Degenerescences de snu^ cnu^ dnu, — L'equation 
differentielle 

a laquelle satisfait snii, fait immediatement connattre les 
degenerescences de snu, et par suite celle de cnw, dnw, dans 
les deux cas limites k = et k =± i. 

1° Si k = 0, cette Equation donne x = sin u sans 
constante d'integration, car x doit s'annuler en meme 
temps que u. Ainsi sum d6g6nere en sin u ; par suite cnu 
en cos t/, et dnu se reduit k 1. 

i>o Si A: = ±: 4 , Tintegration donne 



r"" dx 1 , 1-i-a? 



d'ou 



gU __ g-U 



J? = 



>u 



— = tang h u. 



Done snw deg^n^re en tang h ti, et par consequent cnw 
et dnu en 



v/ 



>u 



>— u\ 2 



1 — 



>u 



^ 



— u 



<?« 



J— M 



cos h u 
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ADDITION DES ARGUMENTS. — fiQUATION D EULER. 
MULTIPLICATION DE L ARGUMENT DES FUNCTIONS 

sntx, cnti, dnu. 



70. Expression de sn{u-{~v)-\-sn{u — v) en fonction 
rationnelle de snw. — Pour rester fidele k Tesprit de 
notre melhode, nous devrions d^duire la formule qui donne 
snfM -h v) en fonction de snw, snu, cnw, cnr, &nu, dn v, 
de celle qui fournit Texpression de />( w 4- v) au. moyen de 
y)w, jou, jJu, pv (2* partie, ch. V, 41). Ge calcul etant p6- 
nible, nous preferons employer les considerations assez 
simples que voici. 

Cherchons s'il est possible d'exprimer rationneliement 
au moyen de sn u la fonction 

f[u) = sn(w-H v)-H sn(w — v). 

Elle admet comme snw les periodes 2Qi, 4Q2. Les p61es, 
simples comme ceux de snw, sont donnes par la formule 

Les poles distincts sont au nombre de quatre, par exemple 

La fonction elliptique f[u) est done du 4« ordre. 
II est facile de former une fonction rationnelle de sn u 
aux m^mes periodes et aux m^mes poles que f[u). La plus 
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simple possible est 

1 1 



snu — sn;^ — w-i-Oi) snw — sn(t;-i-Qi) 

En efl'et, la fonction sn m — sn ( — v -h Qi) etant, comme 
snw, du second ordre, admet deux z^ros distincts ; Tun est 
evidemment u = — v -j-Qi, Tautre est 

car 20j etant une demi-periode, on a 

sn (— y -+- Q, -+- 2Q2) = — sn(-f- v — Q^) = H-sn(— v-hQi). 

De meme snu — sn (u -j- Qi) admet les z6ros v -f- Qi, 

t;-f-Qj + 2Q2. 
De la resulte que o{u) admet les m^mes p61es que fu. 

Ces poles 6tant simples, le quotient —t-4 ne pent ad- 

mettre d'autres poles que les zeros de o{u) et d'autres z6ros 
que les zeros de f(u). 

Etudions maintenant ce quotient. Nous allons montrer 
qu'il a memes zeros et m6mes p61es que snw. 

1" Pdles de — » — L'expression de cp(m) pent s'ecrire 



o(u) = 1 

*^ ^ sn^a — su2(y4-Q,) 

car 

— sn (— w H- Q,) = — sn ( — v-{-Qi — 22,) 

— — sn ( — u — Q,) = -H sn (u 4- Qi) . 

Les z6ros de cp(M) sont les p61es de sn^w. Ces poles sont 
les m^mes que ceux de snw, savoir 

seulement ils sont doubles. 

D'autre part, f{u) admet les zeros 

Qi H- 2miQi -h 2m2Q2, 
dont deux seulement, par exemple Q, et Qi -+- 2Q2, sont 



:-V: 



• 
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disiincts, car 

f(Qi) = sn(Qi H- u) -h sn(Q, — v) = sn(Qi-i-v) - sn[2l2i— (Qt — v)] 

= sn(Qi 4- u) — sn(Q, 4- r) = 0, 

/•(Qi -h SQa) = sn (Qi -4- 20, H- 1?) -f- sn (Qi H- 2Q2 — «) 
= — sn (Qi -h v) — sn (Q, — u) = . 
Ainsi f{u) admet pour z^ros les p61es de ci>(m). Ges zeros 

6lant simples, tandis que ces p61es sont doubles, —r-4 

o(m) 

admet pour poles simples les points Qi -h 2miQi -+- ^mM^, 
qui sont precis6ment les p61es de snw. 

2® Z^ros de -^' — Ces z6ros, nous I'avons dit, ne peu- 

vent 6tre que des z^ros de f{u). Geux-ci sont au nombre de 
quatre distincts, puisque f(u) est une fonction elliptique 
du quatrieme ordre. Nous en connaissons d^ja deux, Qi et 

Qj -H 2Q2 qui, nous venous de le voir, n'annulent pas -)—^ • 

Verifions directement que les deux autres sont les z^ros 
distincts de snw, savoir et 2Qj. En effet 

f{0) = snu + sn(— t;) = 0, 

/•(2fi2) = sn(2Q2H-v)-l-sn(2Qa— v) = — snr — sn(— v) = 0. 

La fonction elliptique ~ — > ayant m^mes p6riodes , 

o[u) 

memes zeros et m^mes poles que sum avec ie m^me 
degr6 1 de multiplicity, est proportionnelle a snu : 

C^ = Csnu. 

On a done, en remplagant f{u), o{u) par leurs valeurs, 

. , Csnw 

sn i*-hu)-+- sn{u — v} = — -— . 

m 

Nous d^terminerons tout k I'heure la constante C, mais 
il importe d'abord d'exprimer sn(u-+-2i) en fonction de 
snu. 



• • •• ; • 
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Les poles de sn(i; -+- Qi) sont donnas par la formule 

v 4- Qi = Qi -h 2miQi H- 2m2Q2, 
d'oii 

V = 2miQi 4- 2mtQ2 ; 

ses z6ros par la formule 

I? H- Qj = SrWtQi 4- SmsQ), 
d'ou 

V = — 0, 4- 2m,Qi 4- 2mjQ2 = Oi 4- 2m/Qi 4- 2mj'0j. 

Ainsi sn(v4-Qi) a pour p61es les zeros et pour z^ros 
les poles de sn v ; done 

sniv 4-Qi) = 

sni; 

Pour determiner la constante A, faisons snr = 1, d'ou 

en u = 0, relation verifi^e par v = Oj (66) ; il viendra 

A = sn(Q3 -H^i) = sn( — Qj) = — snOj, 

maisTona (66) dnfis = 0, c'est-^-dire 1— ^'sn*Q2=0, 
par consequent 



et 



A^ 


= sn^Qj 


— 


1 


sn^(t? 


4-Qi) = 




i 


^s 


crk2 41 



Substituant dans la formule qui donne sn(i/4-v)4-sn(w — u), 
on a 

C SUM C snw 



su(M4-r) 4- sn(w — v) =r. 



sn^ ^/ 



1 — k^sn^u sn'u 



A*sn*y 



Pour determiner C (qui ne depend que de u), prenons 
les derivees des deux membres par rapport a t/, et faisons 
?< = ; en tenant compte de ce que cnu, dni; sont des 
fonetions impaires, nous obtiendrons facilement 

C = 2snr dnv. 
Finalement 

2 sn w en r dn u 

sn(w4- v)4-sn w — -y) = — r-. 

^ ^ ^ 1 — A;' sn* w sn* v 
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71. Addition des arguments pour les fonctions sn, cn, (in. 
— Si nous ajoutons a Tequation precedente celle qu'on en 
deduit en y changeant u en w et w en w, on obtient la 
formule d'addition des arguments pour la fonction sn 

, sn M cn u dn t? -+- sn t? cn M dn w 

sn{u -hv) = J- — r 

^ ' 1 — A:* sn^ u sn* v 

On en conclut aisement celle qui donne cn(w4-v). On 
a en effet 

cn*(M-hv) = 1 — sn^{u-\-v) 

(1 — k^^ii^u sn*t;)* — (snwcnv dnu -h sn« cnwdnw)^ 

(1 — A;*sn*w sn*u)* 
Or 

1 — A;*sn*u sn'v = cn*M + sn*M dn^u= cn*tj + sn*t; dn*M. 

Si Ton remplace au numerateur (1 — A;*sn*M sn*t))* par 

(cn* u H- sn* u dn* v)(cn* v + sn^ v dn* u), 

ce numerateur prendra la forme (cn u cn v — sn u dn ti sn v dnv )* . 
Ex tray ant la racine carree, on aura la formule cherchee 

, cn w cn u — sn w dn w sn u dn r 

cn(w4-u) = z 7T— 5 1 

1 — «* sn' u sn* V 

II faut prendre le signe + devantles deux membres pour 
<iu'ils deviennent identiques si Ton y fait v = 0, 
On verifiera de m^me Texpression de dn(w -h v) 

, , , dn w dn ?; — A:* sn m cn m sn u cn w 

dn(M-+-t; = — 

^ 1 — k* sn*w sn*u 

72. Equation d'Euler. — La formule d'addition pour la 
fonction sn donne le moyen d'integrer immediatement Te- 
quation diff^rentielle d'Euler 

'^ ^ ^y _ -.n 



V'(l — x»)(l — /c»x») \/(i — i/«)(l — k'y*) 
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Posons 



dx ^ dy , 

= du ; - — dv. 



^(i_ar»}(i-A:*ar») v^(i — t/»)(l — A:Y) 

Nous satisfaisons k ces deux dernieres Equations diff^- 
rentielles en prenant 

a? = snw, ij = snu. 

Par la substitution des variables w, v aux variables .t, y, 
r^quation d'Euler devient du -\- dv = 0, d'oii 

u-hv ^= const., sn(M4- v) = C. 

RemplaQons sn(M-Hv) par sa valeur ci-dessus (71) et 
remarquons que 



cnu = }/i — a:*, dnu = v/l — A'a?^, 

cnv = v/l — y*7 dnu = v/l — A*t/* ; 

il vient 



1 — A:*a:'t/^ 



= C. 



Done rintegrale generale de Vequation d^Euler est algdbri- 
que. Ce resultat est bien remarquable si Ton songe que 
rintegrale de Tequation plus simple 

dx , 

= du 



v/il— ar«)(l — A;»a?«) 

est transcendante ; cette int6grale est 

a? = sn(M H- C). 

73. Multiplication de Vargument de snie, cnie, dnw. — Si, 
dans les formules (71) qui donnent sn(w + u), en [u -h v), 
dn [u -f- v)y on fait t; = le, on trouve 

2 sn M en M dn w 

sn2M = — J 7^ — I , ...• 

1 — HT sn*i« 
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Ainsi sn2u, cn2w, dn2M s'expriment rationnellement en 
fonction de snw, cnw, dnu. 

II en est de m^me de snmu, cnmu, dnviu; et I'on obtien- 
dra de proche en proche les expressions de ces fonctions 
en faisant v egal successivement a 2i«, 3w, . . . dans les for- 
mules d'addition. 



QUATRlEME PARTIE 



LES FONGTIONS 



i) 
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LA FONCTION 6. — EXPRESSIONS DE pu, lu, r^u 
AU HOTEN DE CETTE FONCTION 



En partant des periodes comme donn6es, nous avons 
forme les expressions de pu^ ?ie, ju (2* partie, ch. I, 15 ; 
ch. Ill, !26, 28). Ces expressions qui sont des series a dou- 
ble entree ne sont evidemment pas commodes pour calcu- 
ler ces fonclions. Mais Tintroduction des quatre fonctions 
0, Oj, 62, G3 de Jacobi va nous fournir le moyen le plus pra- 
tique pour ex^cuter ce calqul. 

74. Construction de la fonction Ow. — 11 est facile, en par- 
tant de (m, de construire une fonction entiere simplement 
periodique Ow, de demi-periode Stoj, c'est-a-dire telle que 
e(w -+-2a>,) = — Om. 

Posons en effet 

6m = ©(w) al^, 

d'ou (2« partie, ch. Ill, 32) 

e(M -+- 2coi) = __ 6u = — cp;w -f- 2a>i)e^'^«i("-^">i)ji/. 

La comparaison enlre cette equation et la precedenle 
montre que Ton doit avoir 

cp(u 4-2(1),) = e--'^*i(«-H-i)<p(w). 

La maniere la plus simple de choisir o(u) de fa^on a 
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satisfaire a cette condition est de prendre 



T„« 



otu = —- ^ -••i , 



1 "^ 

A 
A. etant una constants. Par suite 



ry 



A9m = e •••« vu. 

La fonction AOu etant entiere, periodique, de periode i'oi 
fpuisqu'elle admet la demi-periode 2c»,), est developpable 
en serie de Fourier : 

Aew = ^ A^e"* *^ = ^A„.e'" *^. . 

Determinons les coefficients A„,. 

D'abord nous savons que On change de sigue quand on 
accrolt II de 2ci>i. Chacun des termes du developpement est 
alors multipli^ par 

"» -r — I -T- i si m est pair. 

I — 4 si m est impair. 

II suffit done que les coefficients des termes ou m est 
pair soient nuls, et cela est necessaire comme on le d^- 
montre dans la theorie de la serie de Fourier. Le develop- 
pement se r^duit par suite a 



AOw = ^Ain^ie 



1UU 

'liH-1) — 



3C 



En second lieu examinons TefTet sur Ou du changement 
de n en u + ^coi. Ce changement multipliant 9u par 

— -^-^^V''^--.) (2« partie, ch. Ill, 28), on aura 

M{u ■+- 2^2) = — e~'" »". . e*V«-^sVM 

— — e '"IP *«*! (11/. 
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C'est ici que nous utilisons Timportante relation (2* par- 
tie, ch. Ill, 29) 

N'oublions pas qu'elle suppose que la partie imaginaire du 
rapport — est positive (sinon le second membre serait 

(0, 

6gal a — iri). 
Cette relation nous donne 



— ni 



e(u-h2a>2) = — e •-I 6m. 

La propriety de la fonction de se reproduire multipliee 






par Texponentielle — e "i determine tous les coeffi- 
cients de son developpement. On a, en eff*et, d'une part, 

A6(m -h 2a)2) =^ k^_J 



Tii {2n— 1) 



— 00 



d'autre part, 



— itt" ^<« (2n-|-l)— r:i 



71* ■ V^ — - 



"l 



— 00 



00 u-f-2u>j u)j 

yTti (2n— 1) ~ 

— A,„^«e 20,, g-2n7ito,, 



5 



^2n-|-l 



Nous avons la deux series de Fourier qui doivent etre 
identiques : on sail qu'alors ceux de leurs termes ou Tar- 

gument ^ est aff'ect^ du meme multiple entier doivent etre 
2(i)i 

6gaux. On en conclut 



Wo 

-2mii — - 



Aon— 1 — Ajn-l-l^ '"' 

Si, pour abreger, on pose 



e "i 



no LBS FONCTIONS 

on aura 



1 



Prenons Ai egal a — 17 * ; il en r^sultera 



^m-hi = J — ^ 



La serie Om est des lors completement determinee, et son 
■expression definitive est 



eu 

— 00 



75. Expressions de aw, Cm, J)u en fonction dc 6ti. 
1° Pour avoir crw en fonction de 6m, il suffit de deter- 
miner A dans la formule (74) 






e 2"i <m = ABw. 
Pour determiner A, d^veloppons en s^rie de Maclaurin les 

trois fonctions e ^"i , aw (2* partie, ch. Ill, 31) et 6t/, 
nous aurons 



M* ..„ M^ 



= A 60 -h we'o -+- -— e'o -h — -— e'^o -f- 
\ 1.2 1.2.3 

L'idenlillcation donne 
60 = 0, Ae'0 = l, 6"0 = 0, ^' 



6 2a)i 

d'oii Ton tire 
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et nous avons Texpression cherchee de aw 



8 






2® En prenant la derivee logarithmique de cette expres- 
sion, on trouve 

40 Differentions cette derniere formule et cliangeons les 
signes des deux membres ; nous aurons 



i e'"o ewe'^w — e'su 



P^ = -^ 



3 e'o e^M 

Ces trois expressions de nu, l,u, pu resolvent le probleme 
que nous nous 6tions propose, de calculer ces trois fonc- 
tions en les representant par des series simples. Toutefois 
la derniere formule n'est pas tres favorable au calcul de 
jDw.Nous en obtiendrons de plus appropri^es au m^me objet 
en introduisant, apres Jacobi, trois nouvelles series e,w, 
G2W, 03U tr^s analogues a e^- Ces series sont egalement 
utiles pour representer snw, cnw, dnw. 
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LES FONCTIONS e^u, e^w, 631/. 
EXPRESSIONS DE snu, cnti, dnu PAR LES FONCTIONS 6 



76. Les fonctions O^u, 02^, 63M. — L'6tude de Hi va nous 
conduire a ces nouvelles fonctions. Cherchons ce que 6m 
devient quand on augmente Targument u successivement 
de wj, too, 0)3. 

10 Augmentons u de wj. Nous aurons 

H-oo / 1X2 7:t(tt-f-w ) 
1 w-« \n-\ I (2nH-l) 

— 00 

Or 

(2nH-l) (2n-|-l) — (2w-}-l) (2nH-l) — 

Si done nous posons 



— 00 



nous aurons 

ii" Augmentons w de wj, il vient 



1 "^* /" H^i-V 



e ^--i 



— QO 
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ou bien, si nous changeons n en n — 4 , 

1 ^^ In I 2n-l)-— (2n-l)Kt-— 



— 00 



U), 



Mais, en se rappelant (74) que e '^x= q^ on a 

/ 1 V ,• *x • **« /^ * \» * *• 

in I (2n— l)7n — In I n , ? 

q\ ^/ e ^•-1= ry\ */ q ^ = 7«* ^ * 

par suite 

-4-00 
i ' ^'" _ - r.iu 

V 

— ac 

Si done on pose 

-1-00 



niu 
3 Sn 



ewa =:^ (— l)"^'*'^ S'-i , 



— x> 



1 niii 

on aura , . --r -t- 

3° Augmentons w de 0)3 ; Om deviendra 

6(m + C03) = 6(w — Oil — ^2) 

= — >j(— 1 "g'^ " / e 



e »"i 



— 00 



Or 



r.i(u-u),-t02) ,„ „f / 1 \ "^S 

(2n-hl) (2»-M)^ -(2n-+-l)-- ln-f---lm— 

e 2U,, __ g^ 2w,g 2 g \ 2 / u,^ 

itiu 



iYia \ 2 /, 



= —{—ipq \ * /e 



(2n-+-l) 



2(1) 



«. 



Par consequent 

e(« + 0,3) = -5 q ("^-r) V("^^)e''"^"5 



— 30 



-f-oo 
1 TCtU ;itu 

2n 

t(0. 



= — . <^ * e ''-I ^ ^"'e 
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Si done on pose 



2n 



- O3W =2^'*'^ '"«. 



70 



on aura 

1 itiu 

Rapprochonslesquatre series qui repr^sentent oi«, Oiw^ ^2?', 
63M, ainsique lestrois relations qui lient la premiere deces 
quatre fonctions aux trois autres : 



-GO 



4-00 



Oju rrz ^q 



(1 \ a Kitt 
n-h - I (2n-f-l) 



-30 



* riu 



o,M = 2 (- 1)"9' 



3;? 



— re 



QO 



031/ = 2 ^ 



Sn 
n«g 2«,^ 



—00 



6(w--h(jJi) = OjW, 

e(w -h 0)2) = t^"e ^e^w , 

1 Itiu 

e(w -h 0)3) = — ^^"*^e^ie3w. 

Rappelons-nous la signification de q 

7M — 

7 = e "«. 

77. Expression de (s^^a^ (TojW, ctosW par /es fonctions 6. — 
Reportons-nous a la definition (3® partie, ch. I, 51) des fonc- 
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tions elliptiques (JqiU^ Jq^w, tJoaW qui servent de traits d'union 
entre j)u d'une part et snw, cnw, dnu de I'autre. 
Nous avons d'abord 

II n'est pas difficile d'avoir Texpressioii de doiw au moyen 
des fonctions 6, puisquenous connaissons cellede gw (75), 
savoir : 

Nous en concluons 

Done 

_ GiO eu 

Un calcul peu diff*erent conduirait aux deux autres ex- 
pressions analogues 

Pour obtenir la derni^re par exemple, il suffit de se re- 
porter (55) a la formule 

T)M (5U (70)3 

(t(w -h^a) 

et d'y substituer la valeur ci-dessus de <5U en fonction de 
Ou, ainsi que les valeurs suivantes qu'on en deduit : 
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II vient ainsi 

60 O3M 

et il est facile de constater que le facteur exponentiel se 
reduit a Tunite a cause de la relation 

78. Expressions de snu, cnu, dnu par les fonctions 6. — 
Rappelons-nous que snw, cnu, dnu d6rivent d'une fonction 
fiu aux p6riodes 2Qi, SQj pour laquelle on a e^ — Ci = i 
(3' partie, ch. II, 57), et que Ton a (3« partie, ch. II, 57, et 
ch. Ill, 63) 

snu = (JQ^u, cnu = -^ — , . dnw = -^^^— • 

Appelons 6, Oj^ 63, 63 les fonctions 0, Oi, 62, % dans les- 
quelles coj et lo, sont remplac^es par Qi, Q2, nous atirons 
ces expressions de sn u, en m, dn u par les fonctions 6 

e,o eu 
sn M = -^T" -— » 
e'o e^M 

ejO e^u 
egO eiu 

dnu = -—- -^ . 

II ne faut pas oublier que dans ces formules les periodes 
de snw, cnie, dnu sont respectivement : 2Qi et 4Qj; 2Q2 
et 4i2i ; — 2(i2i + iig) et 4i2, (3« partie, ch. Ill, 66). 



1 



CHAPITRE III 



CALCUL DE jM, sni/, mu, dni/EN FONCTIONDES P£RI0D£S 



79. Calcul de pu en fonctiondes periodes, — L'expression 
de (SQiU par les fonctions 6 nous fournit le moyen pratique 
de calculer fiu pour chaque valeurde Targument i/, quand 
on donne les periodes 2wi,2t02. On a en effet (3« partie, 
ch. I, 51) 



(T0,W = 



d'ou (77) 

j)u--ei — yj^-^ 

Comme les fonctions ne dependent que des p6riodes, on 
pourra calculer jju quand on saura evaluer ei en fonction 
de toj, 0)2. C'est un calcul que nous apprendrons a effectuer 
toutarheure(81). 

80. Probleme inverse. — On donne j)u et Ton propose de 
calculer les valeurs correspondantes de u, 
Soit Uq Tune d'elles ; toutes les autres ont pour expression 

Or on a les formules analogues k celles du n** prec6deat, 

e'O Ogw 

^^^-^^ = elo'S^' 
. e'o 93W 
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Divisons-les membre a membre et posons 

it «> = ■ TTT » 

6 sera une quantity connue, si Ton a prealablement calcule 
^2, <?3 en fonction de wi, tog, calcul que nous allons faire 
tout a Theure (81). 

On aura alors pour determiner u Tequation transcen- 
dante 

Oji/ , , 03W — 62M 1 zp 6 

=±b OU z=: \ . 

63!/ 63W -1-02^ 1 it: 

Pour la r^soudre, il convient de changer de variable et 
de poser 



r,iu 



1W — 



d'ou, en se rappelant qu'on a (74) q = e "1 , 

Ainsi a chaque valeur de j)u correspondent une infinite de 
valeurs de z^ formant deux progressions geometriques de 
raison q^ ; ces valeurs sont deux a deux reciproques Tune 
de Tautre. 



TllU 



Si dans les fonctions OgW, 63?/, on remplace e***! par z, 
qu'on groupe les puissances de z egales et de signe con- 
traire, et qu'on divise 63 — 62 par 63-1-62, on obtient 



q{f 



+ ^)+?'(^» + f.)+ 



A^' -^ ^ 



Cette equation a pour racines les valeurs de z en nombre 
infini formant les deux progressions geometriques dont on 
vient de parler. 
Une premiere approximation, legitime parce que le mo- 
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dule de q est inferieur k 1 (voir 80 bis), donne 

A'-^T^) = i±rb' 

On a ainsi deux des racines, qu'on calculera d'ailleurs aussi 
exactement qu'on voudra par approximations successives. 
Connaissant Tune des valeurs de 5^ on a la valeur cor- 
respondante Wp de u par Tequation 

= — r log 2^ 



TZl 



oil le signe log d^signe une seule des determinations du 
logarithme. Les autres valeurs de u sont donn^es par la 
formule 

1/ = =t — r log s^ -H SmjWi 4- Sm^wi. 

80 bis, Remarque. — II importe visiblement, pour la con- 
vergence rapide des approximations qui fournissent la va- 
leur de z, que q ait le plus petit module possible. Or j)u ne 
change pas quand on substitue aux periodes donnees des 
p6riodes ^quivalentes, c'est-a-dire conservant les som- 
mets du reseau. Voyons comment il faut choisir ces pe- 
riodes pour que le module de q soit minimum. 

Si T d^signe le rapport des periodes, nous avons (!'• par- 
tie, ch. I, 4) 

2w2 __ a2 -h ^2^' _ aia2-+- Pip2 ^i% — ^aPi . _ ^ 

D'ailleurs 

q = e"**^, mod q = e"^^. 

Les calculs que nous avons effectu^s sur les fonctions 
impliquent qu'on ait choisi w, et wj de fa^on que s, coeffi- 
cient de la partie imaginaire du rapport des periodes, soit 
positif ; done mod ^ est plus petit que i. D'ailleurs 
a,p2 — aapi designant Taire P du parall61ogramme des 
periodes (1" partie, ch. I, 4), on pent ^crire 

P 



s = 



(mod w,) 



2 
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Or tous les parallelogrammes formes par des periodes 
equivalentes 6tant Equivalents (1" partie, ch. I, 5), P est 
une constante du r^seau. Par suite, pour que mod q soit 
le plus petit possible, s devant etre le plus grand pos- 
sible, on devra prendre pour 2wi la periode de module 
minimum. 

81. Calcul de <?,, e^, e^ en fonction des periodes, — II nous 
reste k determiner en fonction des periodes les trois quan- 
tit^s e,, e2y ^3, indispensables, comme nous Tavons vu (79 
et 80), pour le calcul de />u. 

Dans la formule du n° 79 qui fournit yjw, nous n'avons 
qu'^ faire successivement w = to^, w = tog ; nous aurons 

re'O e,u)3-i« 

Nous allons transformer ces formules de fa^on que les 
symboles O ne portent que sur Targument 0. 

Pour cela reportons-nous aux formules rassembl^es a la 

fm du n" 76. Dans la formule qui donne 0(^4-^2) faisons 

w = 0, nous aurons 

_ 1 
6(02 = iq * O2O. 

Dans celle qui donne GiW faisons u = wj, il viendra 



6,^=^qV-^y\\''^V'''^, = q--^^q 



1 



(«+!)•= g 4 630. 

Dans la formule qui donne Ode -4- 0)3) (76), faisons 
M = 0, nous trouvons 

_ 1 

0tO3 = — ? ^ 63O. 

Enfm dans celle qui donne G(w 4- wi) faisons u = ws, 
nous obtenons 
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O1CO3 = 0(tO3 -+- a>i) = 0(— ^2) 



1 _ i _ i. 



IttWj 



Les series 60, GiO, OgO, 03O ne dependent que de q=e '^i , 
c'est-a-dire que du rapport t des p6riodes. 

Mais O'O depend a la fois de t at de Wj. Pour mettre cette 
derni^re quantite en Evidence, appelons 3>u ce quedevient 
la s6rie Om lorsqu'on y fait 2toi = 1 ; il est clair que 
Ton a 

e'O = J- a>'0, 

Za)i 

Si'O ne dependant que de q. 
Les expressions de 62 — ^i, e^ — ^, deviennent alors 

r I ^'0 6301^ 
L^toi OiO 62OJ 

^•' ^' " L^toi 0,0 O30J * 

Jointes a la relation e^ + e^-^- e^ = 0, elles permettent 
de calculer Cj, ^2, 63 en fonction des periodes. 

82. Calculde sni/, cnw, dnw en fonction du rapport des 
periodes, — Nous avons vu (3« partie, ch. II, 59) que snw 
et par suite, cnw, dni/ne dependent que du rapport de leurs 
p6riodes. Nous allons le d6montrer d'une autre maniere et 
du meme coup donner le moyen pratique de calculer ces 
trois fonctions quand on connalt ce rapport. 

Rappelons-nous toujours que ces fonctions d^rivent 
d'une fonction fiu aux periodes 2Qi, 2Q2 et telle que 
^3 — ei = 1 . Le carr6 du module A* est egal k e^^e^ 

et par suite a — -* Done 

^3 — ^1 
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~ U2OJ "" [l— 2^-+- V — 2g«-h J 

On voit que k^ ne depend que du rapport t = — (puisque 

q z= e''*'^). Or nous savons que la connaissance de /r* 
suflit pour determiner sum, cnu, dmi. 

Maintenant, comme e^ — ei est egal a 1, on aura, en 
extrayant la racine de I'expression ci-dessus de e^ — ^i, 

~" * ~ 2Qi BjO OaO ' 

relation qui donnera Qj en fonction de q, c'est-a-dire de x. 
On pent prendre indifT^remment Tune ou Tautre des deter- 
minations. 

Connaissant Qi, on pourra, pour chaque valeur de w, cal- 
culer sni/, cn?^, dnu par les formules du n° 78. 
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Au n* 51 (3* parlie, ch. II) nous avons laiss6 au lecteur le 
soin de verifier la formule 

On retablit imm^diatement en changeant u en u — Swi 
dans la relation d6montr6e (2° partie, ch. Ill, 32) 

Au chap. Ill de la 2« partie, nous avons indiqu6 ce que 
devient <tm dans le cas seulement oil Ton ajoute a Targu- 
ment u Tune des p6riodes Stoj, gwg de j)u (en supposant 
que les moities wi, wg ne sont pas des p6riodes de cette 
derniere fonction). 

II est utile de savoir ce que devient ^u quand on aug- 
mente u d'une p^riode quelconque 

2w = 2m, w, -H 2mit02. 

Augmentant d'abord de 4ioi, on a 

fj[u -h 4wi) = C7(w-h2a)i-h2a)4) = — gS'n,(u-f-2u.,-4-u»,)^(^ _^ 2a),) 

En calculant ainsi de proche en proche, on arrive a 
(s{u H- 2miw,) = (— i)»'i eSV'"i«-+-««/<+3H ham -1)] ^^ 

Cette formule subsiste quand m, est negatif, comnie cela 
r6sulte evidemment de Texpression ci-dessus de ^[u — 2^0,) . 
Cela pos6, nous avons 

a(w -f- 2w) = (j(w -H 2m,toi -f- 2m2W2) 

3^ / I \m^-|-»jj g2mJT)J(tl^-2m,w^^-mJU)J)-^-2n?^7)^(u-f-m,u>J) ^^^ ^ 
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L'exposant de e contient le terme 4mim2y32t*>i qui, si Ton 
tient compte de la formule du n** 29 

2(^)10)2 — ■'32^1) = ^^ 

peut s'ecrire 

2m27)2 . wii wj -\- 2miT} 1 . m2t«»2 — mim^^i . 

L'expression de <j[u -h 2w) peut alors etre mise sous la 
forme 

OU 

<t(m -H 2u)) = ( iyn^-^-m^-^-m^m^ g(2m,Ti,H-2m27jj,)(u-hu>) ^ 

Telle est la formule que nous vouliCns 6tablir. 

Si Ton prend la d^rivee logarithmique de ses deux mem- 
bres, on trouve 

C(w -i- 2a)) = Cw -f- 2miT)j 4- 2m2Tr)2 . 

Cette nouvelle formule nous apprend ce que devient X,u 
quand on ajoute a Targument u une p6riode quelconque. 
11 serait facile d'y arriver directement, en partant des 
expressions de t,[u -f- 2coj), C(w -t- 2u)2) donnees au n« 27 
(2* par tie, ch. III). 



